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Uvod

Zapiski so kot spremljevalno gradivo namenjeni srecanju matemati¢nega krozka na Gim-
naziji Bezigrad, ki sem ga vodil 23. januarja 2025.

(Cilj je spoznati strategijo reSevanja nalog iz teorije stevil, znano kot “Vieta jumping”.

Bralcu priporocam, da najprej vsako nalogo poskusi resiti sam, Sele nato pa prebere
resitev. V primeru morebitnih vprasanj ali popravkov me lahko kontaktirate.
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1 Vietove formule

Kot nam morda namigne ze ime “Vieta jumping”, kljuéno vlogo v nadaljevanju igrajo
Vietove formule. Tipi¢no imamo opravka z neko kvadratno enacbo az? +bx +c=10. V
tem primeru sta resitvi podani s formulo

Vietovi formuli pa nam povzame sledeca lema.

Lema: Vietovi formuli za kvadratno enac¢bo

Za resitvi z; in x5 kvadratne enacbe az? + bxr + ¢ = 0, kjer a # 0, velja
b . c
T1+To=—— 1IN T1xTyg = —.
a a
Dokaz. Velja
ar® +br +c = a(x — x1) (v — 23) = ax® + (—ax; — avy)x + ar17s. O
V splosnem nam Vietove formule opise naslednja trditev.

Trditev: Vietove formule

Naj bo p = a,z" + ... a1x + ag polinom stopnje n in naj bodo zy, ... z, njegove nicle.
Potem za k € {1,2,...,n} velja

e _—
Z ( Zij) = (_1)]627;-

1< <t << <n

Poglejmo si trditev na primeru polinoma p(x) = ax® + bx? + cx + d, ki ima nicle 21, 2o in
z3. Vietove formule nam podajo naslednje enakosti:

Zl+22+23:—

Z1%92 + 2923 + Z3%9 =

Y

Qo

Z1R9R%3 — —


https://en.wikipedia.org/wiki/Vieta%27s_formulas
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2 Opis strategije in zgodovinski primer

V tem razdelku predstavimo naso glavno strategijo — “Vieta jumpung”. V angleséini je po-
znana tudi pod imenom “root flipping”. V osnovni obliki lahko pristop lahko povzamemo
v stirih glavnih korakih.

Strategija: Vieta jumping

« Predpostavimo, da obstaja resitev, ki se ne sklada z zahtevo naloge.

e Vzamemo najmanjso taksno resitev (a,b), kjer si izberemo smiselno definicijo®
minimalnosti.

o Zamenjamo a s spremenljivko x in dobimo enacbo, ki ima a za eno izmed resitev.

e S pomocjo Vietovih formul pokazemo, da nasa predpostavka implicira obstoj
manjse resitve, torej dobimo protislovje.

“Pogosto zelimo minimalizirati a + b.

Pripomnimo Se, da lahko zgornjo strategijo tudi posplosimo. Torej vzamemo minimalno
resitev (ay,asg,...,a,), nekatere a;-je zamenjamo z z in nadaljujemo na analogen nadin,
kot je opisano zgoraj.

Zgodovinsko se je v “olimpijski matematiki” strategija prvi¢ pojavila na Mednarodni
matematicni olimpijadi leta 1998 v resitvi sledece naloge, ki je takrat veljala za zelo
tezko.

Naloga 2.1: IMO 1988/6
Naj bosta a in b taksni pozitivni celi stevili, da ab + 1 deli a® + b?. Pokazite, da je

a? + b?
ab+1

popoln kvadrat.

Resitev. Poskusimo slediti tockam, ki smo jih navedli zgoraj.

« Recimo, da obstaja taksna resitev (a,b), da

a4+

k
ab +1

ni popoln kvadrat.

o Fiksirajmo £ in poglejmo mnozico resitev enacbe

2 2
k:a: +y
zy + 1

nad naravnimi Stevili. Naj bo (A, B) taksna resitev, da je vsota A + B minimalna.
Zaradi simetrije lahko brez skode za splosnost predpostavimo A > B.

4
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» Poglejmo kvadratno enacho
2 + (=kB)x + (B* — k).
Resitvi sta 21 = A in 5.

e Vietovi formuli povesta

B?—k B*—k
= pu— . 2
2 T A ()

Iz (1) sledi, da je xo celo stevilo. Iz
2 2
x5+ B
————=k>0
I‘QB +1

dobimo z3B > —1. Recimo, da je x5 = 0. Tedaj iz (2) sledi k = b?, kar je protislovje.
Torej je x5 > 0. Sedaj upostevamo A > B in dobimo

BQ—/{<BQ<
To = —
2 A 1o

To je v protislovju z minimalnostjo A + B. O

A.

3 Resene naloge

Naloga 3.1
Naj bodo a, b in ¢ taksna naravna stevila, da velja
0 < a®+b* —abc < c.

Dokazite, da je a® + b*> — abc popoln kvadrat.

Resitev. Fiksirajmo c in predpostavimo, da obstajata taksna a in b, da Stevilo k := a? +
b? — abe ni popoln kvadrat. Sedaj pri fiksnem k pogledamo mnoZico resitev enacbe

A* + B* — ABc = k.

Naj bo (A, B) taksna resitev, ki minimalizira A + B. Zaradi simetrije lahko brez skode
za splosnost predpostavimo A > B. Kvadratna enacba

2> — Bex + B* — k=0
ima dve resitvi, x; = A in x,. Vietovi formuli nam povesta
rg=Bec— A (3)
in
B? —k
A

Iz (3) sledi, da je x5 celo Stevilo. Sedaj lo¢imo tri primere glede na predznak z.

To =

bt
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e Recimo, da je xo = 0. Tedaj iz (4) sledi B®> — k = 0, kar je v protislovju s tem, da
k ni popoln kvadrat.

e Recimo, da je x5 < 0. Tedaj velja

0=a2+ B?— 2,Bc—k
> 22+ B* —13Bc—c¢
> x5+ B? 4+ c(—29B — 1).

Ker je x5 negativno stevilo, je zadnji izraz pozitiven, torej
x3 + B* 4+ c(—1,B — 1) >0,
kar je ponovno protislovje.
« Ce je x5 pozitivno celo tevilo, zaradi minimalnosti A 4+ B velja
x9 > 11 = A. (5)

Iz (4) in (5) sedaj sledi B? — k > A? kar pa je v protislovju z A > B. O

Naloga 3.2
Dokazite, da ima za vsako realno stevilo N enacba
a® +b? + ¢ + d* = abe + bed + cda + dab

resitev, kjer so a, b, ¢ in d cela Stevila, vecja od N.

Resitev. Opazimo, da je (1,1, 1,1) trivialna resitev. S pomocjo te resitve bomo generirali
neskoncno resitev.

Zgornjo enacbo si lahko predstavljamo kot kvadratno enacbo v spremenljivki a:
a® + (=bc — ed — db)a + (b* + ¢* + d* — bed) = 0.
Ta enacba ima resitvi a; = a in ay. Vietova formula nam pove
as = bc+ cd + db — a.

Recimo, da je (z,y, z, w) resitev zgornje kvadratne enacbe. Brez skode za splosnost lahko
predpostavimo w > z >y > x. Pokazali smo, da je potem tudi (yz + zw 4wy —z,y, 2, w)
resitev. Ker velja

yrtzwtwy—y>2w=>z2y >4,

smo torej dobili novo resitev, pri ¢emer smo povecali najmanjsi element v prvotni resitvi.
Ta proces lahko ponavljamo, dokler ne dobimo taksne resitve (a, b, ¢, d), da bodo stevila
a, b, cin d vecja od N. O
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Naloga 3.3: IMO 2007/5

Naj bosta a in b tak$ni naravni stevili, da 4ab—1 deli (4a® —1)2. Dokazite, da je a = b.

Resitev. Preden lahko uporabimo naso strategijo, poenostavimo pogoj o deljivosti. Iz

ged(b,4ab — 1) =1 sledi
4ab— 11 (4a®> —1)* < dab — 1 | b*(4a® — 1)%
Torej

b?(4a* — 1)? = 16a*b* — 8ab* + b*
=a*—2ab+b* (mod 4ab— 1)
= (a - b)27

kjer smo upostevali 16a*b* = (4ab)? =1 in 4ab=1 (mod 4ab — 1).

Recimo, da (a,b) zadoséa pogoju deljivosti, vendar a # b. Fiksirajmo k = (4(;;22 Opa-

zimo, da iz a # b sledi k > 0. Sedaj nadaljujemo na standarden nacin. Poglejmo vse
resitve (z,y) enacbe

_(z—y)p
dry — 1
v naravnih Stevilih. Naj bo (A, B) resitev, ki minimalizira A + B. Zaradi simetrije lahko
brez skode za sploSnost predpostavimo A > B. Kvadratna enacba
2> — (2B +4kB)x + B* + k=0

ima resitvi 1 = A in z5. Vietovi formuli nam povesta

B?+k

Sledi, da je x5 naravno stevilo. Zaradi minimalnosti A + B velja Se x5 > A. Torej

B*+k (A-B)? > o
> i - =k > — .
1 > A oziroma 1AB 1 k>A"—B
Od tu sledi
A—B>(4AB—-1)(A+ B) > A+ B,
kar je protislovije. O]
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4

. Poiscite vse pare taksnih celih stevil m in n, da je & 4+
n m

Dodatne naloge

" celo stevilo.

. Naj bosta a in b taksni naravni Stevili, da ab deli a® + b* + 1. DokaZite, da velja

a® +b*> +1 = 3ab.

. Naj bosta a in b taksni naravni stevili, da je

a® +b?

k:
ab —1

celo stevilo. Dolocite vse mozne vrednosti k.

. Naj bo k naravno Stevilo razliéno od 1 in 3. Dokazite, da je (0,0,0) edina celoSte-

vilska resitev
2 +y? 4 2% = kayz.

. (IMO SL 2017 N6) Poiscite najmanjse naravno Stevilo n ali dokazite, da taksen n

ne obstaja, ki zadosca sledeci lastnosti: Obstaja neskonéno mnogo razli¢nih n-teric

taksnih pozitivnih racionalnih stevil (aq,...,a,), da sta
. 1 1
a1+...+an mn 7++7
aq anp

celi stevili.

. (IMO SL 2019 N8) Naj bosta a in b naravni stevili. Dokazite, da

4a?
2 PR—
a-i—{b-‘

ni popoln kvadrat.

. (Kitajska 2018) Poiscite vse taksne pare naravnih stevil, da je (zy + 1)(zy +x + 2)

popoln kvadrat.
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