Delno urejene mnozice

Jan Pantner (jan.pantner@gmail.com)

3. april 2025

1 Osnovni pojmi

Definicija 1.1

Mnozica A skupaj z relacijo < je delna urejenost, ce je relacija <:
o refleksivna: Va € A. a < a,
o tranzitivna: Va,b,c€ A.a <bANb<c=a<c,
o antisimetricna: Va,b € A.a < bAb<a=a=0.

Primer. Naj bo X konéna mnozica. Potem je (P(X), C) delna urejenost.
Primer. Naj bo X C N. Potem je (X, |) delna urejenost.

Naj bo P = (A, <) delna urejenost. Elementa a,b € A sta primerljiva, ¢e velja a < b
ali b < a, sicer sta neprimerljiva. Veriga delne urejenosti je podmnozica, v kateri so
vsi pari elementov primerljivi, antiveriga pa podmnozica v kateri so vsi pari elementov
neprimerljivi.

Naj bosta P = (A, <) in P’ = (A’, <') delni urejenosti. Preslikava ¢p: A — A’ je izomor-

fizem delnih urejenosti, ce je bijekcija in velja

a<b<s pla) < o).

Naloga 1.1. Pokazite, da delni urejenosti (N, <) in (Z, <) nista izomorfni.
Delna urejenost je linearna urejenost, Ce je strogo sovisna: Vr,y € A. x <yVy < x.

Naloga 1.2. Naj bo (A, <) linearna urejenost, kjer je |A| = n. Dokazite izomorfnost
(4,<) in ([n], <).!

Naj bo P = (A, <) delna urejenost. Tedaj je L = (A, <') linearna razsiritev od P, ¢e je
L linearna urejenost in velja a < b= a <’ b.

Naloga 1.3. Naj bosta p in g razlicni prastevili, n naravno stevilo in A mnozica deliteljev
Stevila p"~'q. Koliko linearnih razsiritev ima delna urejenost (A, |)?

LOznaka: [n] :={1,2,...,n}.
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Naloga 1.4. Naj bo P = (A, <) kon¢na delna urejenost, ki ni linearna. Naj bosta x in
y neprimerljiva elementa. DokazZite, da obstaja taksna linearna razsiritev L = (A, <’), da
velja z <’ y.

2 Dilworthov in Spernerjev izrek

Naloga 2.1. Naj bo P konc¢na delna urejenost, v kateri je najdaljsa veriga dolzine m.
Dokazite, da lahko elemente v P pokrijemo z m antiverigami.

Izrek 2.1: Dilworth

Najmanjse stevilo (disjunktnih) verig, s katerimi lahko pokrijemo vse elemente kon¢ne
delne urejenosti, je enako velikosti najvecje antiverige.

Naloga 2.2. Naj bo n naravno $tevilo in S mnoZica n? + 1 naravnih Stevil z lastnostjo,
da vsaka (n + 1)-elementna podmnozica S vsebuje dve Stevili, od katerih je eno deljivo
z drugim. Dokazite, da mnozica S vsebuje n + 1 razli¢nih stevil aq,as, ..., a,11, tako da
velja a; | a;41 za vsak i = 1,2,...,n.

Izrek 2.2: Sperner

Velikost najvecje antiverige v (P([n]), C) je natanko (m?z J)'

Naloga 2.3. Naj bo N = pips - - - pp, kjer so p; razlicna prastevila. Pokazite, da ima N

kvecjemu (Ln% J) deliteljev, med katerimi nobeden ne deli drugega.

Naloga 2.4. Dana so realna stevila aq, as, ..., a,, ki so vsa vecja ali enaka 1. Pokazite,
da tedaj obstaja kvecjemu <Ln72j> vsot oblike > | ava;, oy € {—1,1}, ki so po absolutni
vrednosti manjse od 1.

3 Dodatni nalogi

Naloga 3.1. Naj bosta m in n naravni stevili ter S podmnozica mnozice {1,2,...,2™n} z
(2™ —1)n+1 elementi. Dokazite, da S vsebuje m+1 taksnih razli¢nih Stevil ag, ai, . . . , G,
da velja ap_1 | ay za vsak k € {1,2,...,m}.

Naloga 3.2. Naj bo k pozitivno celo sStevilo in S konc¢na druzina intervalov na realni
premici. Predpostavimo, da ima vsaka mnozica k + 1 teh intervalov vsaj dva intervala z
neni¢nim presekom. Dokazite, da obstaja mnozica k tock na realni premici, ki seka vsak
interval iz S.
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