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1. O zaporedjih realnih Stevil veste veliko (predvidevam). Kaj pa vemo o zaporedjih slucajnih spre-
meljivk? Na primer, kaj pravi KZVS? Pa CLI?
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2. Sprehajalka se premika po mnozici stanj {1,2,3,4,5}. Premakne se levo ali desno, enako ver-
jetno, neodvisno od prejSnjih korakov, razen na robu, ko se sploh ne premakne nikamor. Zaporedje
slucajnih spremeljivk, ki ga bomo opazovali, je lokacija sprehajalke (po n korakih). Kako bi opisali
to zaporedje? Kaj vemo o njem?
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3. Sprehajalka se premika po mnozici stanj {1,2,3,4,5}. Premakne se levo ali desno, enako verjetno,
neodvisno od prej$njih korakov, razen na robu, ko se premika cikli¢cno (levo od 1 je 5). Kaj se
(bistveno) spremeni (glede na prejSnjo nalogo)?
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4. Enako kot prejSnja naloga, le da sta robni stanji taki, da se premakne (zagotovo) proti sredini.
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5. NariSite nek graf (z ravno prav to¢kami in ravno prav povezavami). Markovska veriga naj opisuje

sprehajanje po tem grafu. Iz vsake toCke se premaknemo v eno izmed sosednjih toCk (izbiramo
enakomerno, neodvisno). ZapiSite prehodno matriko in grafi¢no ponazoritev.
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6. SploSna Markovska veriga z le dvema stanjema.
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1. Mecemo kocko. Stanje je trenutno Stevilo zaporedoma vrzenih enakih vrednosti (recimo, da na
kocki pade 1,2,1,4,3,4,4,5,5,5,5,2, potem so stanja 1, 1,1, 1,1,1,2,1,2,3,4,1). ZapiSite prechodno

matriko in jo graficno predstavite. I_
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2. Mecemo kocko. Stanje je maksimalno Stevilo, ki je padlo do tega trenutka. ZapiSite prehodno
matriko in jo grafi¢no predstavite.
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3. Mecemo kocko. Stanje je maksimalno Stevilo, ki je padlo v zadnjih petih metih. ZapiSite prehodno
matriko in jo graficno predstavite. Hm. Popravite.
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4. Peter ima dva para tekaskih copat. TeCe vsako jutro. HiSo zapusti bodisi pri sprednjih bodisi
pri zadnjih vratih. Ko zapusti higo, izbere en par copat, ki je pri izhodnih vratih. Ce copat ni, tece
bos. Ko se vrne, v hiSo spet vstopi bodisi pri sprednjih bodisi pri zadnjih vratih (vse izbire so vedno
enakovredne in neodvisne od ostalih). Ce ni bos, pri vstopnih vratih pusti copate. Kako pogosto tete
bos? Kako pogosto je pri sprednjih vratih vsaj en par Cevljev? Recimo, da Peter v ponedeljek in
naslednjo soboto tece bos. Kolik$na je verjetnost, da tudi v petek (tisti vmes) teCe bos? Kaj pa, Ce

v ponedeljek in naslednjo soboto teCe obut, kolik$na je potem verjetnost, da v petek (tisti vimes) tece
bos?
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5. MecCemo (ne nujno poSten) kovanec. Gledamo zaporedje, stanje zadnjih dveh i1zvedenih metov.

Dokazite, da je to markovska veriga, zapiSite prehodno matriko in izraCunajte njene potence. Seveda
komentirajte!

S*M“'Aa-' G6 cC G6C CG6

_ _ e €L 6L Cl
P21 O r~l“" (-7 pi1-) pla-p)
P =10 2 Q p P” - -h -
01p O P - nh -
( p2p O P | L - ) -
nz1: PU=PC

(pow\em\om sta le zcu’kméd\ dva
koraka, v voaTng ki zadhemo



6. Kockarjev bankrot: kockar ima k enot denarja. Vsakic stavi 1 in z verjetnostjo p zmaga ter dobi
1, sicer izgubi 1. Igra toliko Casa, dokler bodisi ne zakocka vsega bodisi ne doseZe skupnega zneska
n. lzraCunajte verjetnost, da doseZe svoj Zeljeni znesek. Opomba. To nalogo bomo uporabili se
nekajkrat. Morda pa smo jo Ze enkrat srecali, na prvih vajah?
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2. Sprehajalka se sprehaja po ciklu s 5 tockami. IzraCunajte potence prehodne matrike.
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3. Sistem je v enem izmed dveh stanj, ki ju ozna¢imo z a in b. V Casu 0 je v stanju a, prav tako v
Casu 1. Od takrat naprej veljajo naslednja pravila: Ce je sistem v dveh zaporednih korakih v istem
stanju, se v naslednjem koraku prestavi v drugo stanje z verjetnostjo 0.8, sicer pa z verjetnostjo 0.5.
DokaZite, da ta proces lahko opiSemo kot markovsko verigo (na ustreznem prostoru stanj). ZapiSite
prehodno matriko te markovske verige. IzraCunajte verjetnost, da se sistem v ¢asu 10 nahaja v stanju
a.
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4. Imamo dve posodi, v prvi so tri ¢rne kroglice, v drugi pa tri bele. Na vsakem koraku izvlecemo
eno kroglico iz prve posode in eno iz druge ter ju vrnemo v zamenjanem vrstem redu. Utemeljite,
da je to markovska veriga, zapiSite prehodno matriko, razmislite o limiti potenc prehodne matrike,
dolocite povprecen Cas, ki pretece med dvema zaporednima stanjema, ko so vse ¢rne kroglice v prvi
posodi.
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5. Mubha se sprehaja po kocki, med oglis¢i. Vsakic¢ se iz oglis¢a odpravi v enega izmed sosednih
ogljis¢. Saj to je tudi markovska veriga” Ima prehodno matriko?/Ima ta matrika kaksno lepo lastnost?
Po koliko ¢asa (v povprecju) se muha vrne v zaCetno oglis¢e? Po koliko Casa doseZe nasprotno?

Koliko korakov je potrebnih, da obis¢e vsa oglis¢a?

GleAums sawmo onU\“lastT.
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1. Mubha se sprehaja po tetraedru. Po koliko korakih v povprecju se vrne v izhodiSce? Muha in pajek
se sprehajata po tetraedru. Po koliko korakih v povprecju pajek ulovi muho?
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2. Premislite, da velja ¥.0(P")ii = 15— za nek iz, " K4 to pomeni.

D.me_'a’fﬂ‘ P(Xi=( 2a vek. k21| X,=L) ye verginast, da se
nked, vwmewmg v i
L>oznuecwvwa = §

N¢:= St bfvav\j v .S‘}'U\nhu, v ™~ (7€0W\(4"S’¢\

Torey jo desna shan enaka E(NC | Xo=i) = f?a :

Leva shvan: (P dz Verphnast) da smo po n kaelih spet v
zoletnem stanjv . Torej je :é(P")u = E (N \%=0).

Medodar indibadborjev * N = 2 A0+ > Efm) = ZE[4 (6-0)]
) éﬂ(xﬁt\
= ?;O(P“)u
Shung je porenlpin € 52 4 & 2 (g o0

3. Imejmo slucajni sprehod po celih Stevilih, verjetnost, da iz stanja i presko¢imo v i+ 1, naj bo p.
Dolocite verjetnost, da se iz stanja 0 slej ko prej vrnete v stanje 0.

. 0, n lh
(P)is = {(‘f}(pm-\o})k, n=1k

%(Ph] T :{“(P“\ia = ;:(??:)P"M-p)k = 44__9.

n=1 k=1

o grcko\ ‘}eaa ne iezhw\o 0\&‘0.\*

-, W m oy = =

- = " =

Pohc\oujomo P,(A) in P,(A).



Redonm poem:s"rqv'\mo taka, da 0\0300\(_‘( A i aprokimiveams”
s prepros teitimg dostw\ki.

ZL\'F”%QV\ N {ima/“QJ“\Q 3 koc.huvjev bdn\tro+
1 V- (% -+
) ' ﬂ’q(pre\sv N kot o) = : )., —N_,vﬂ__f: Zp-1
Nbto) TaTay T e
J/N Yoeped
S A - P, (sleg kot pre| pridem v 0
=2 m,(bk.‘s ko PV‘*J pridems v 0) /- Q"P- 4;,1’

Kev Jt p>"2, Jobimg Se P, (A)=1.
fo = (4_ p) “)_1(99.“*9 p"J L Q] * p H)q (,SIQ\‘ P p"CJV 0)
= (1-p) -1 4 P "—;.—E = Z(/l—p\

$on 9
14+
(ZCL P=’|/7. Se Yreba locens
p’leverﬂ', 'Z:tso\rn\jq 1zpeljavy
N korekinn
Ty
Alternactivag:

b!
Pos\(usimo poracuat ('th'\ .':)l"l'l‘lo)‘L = zfullu.' P"’Vl P)k

1k e
~ YTk’ e,)

k k
w haova ~ 4-‘0)
S}Q;;Qvlm (‘l}al'—k‘ %\314 P (
= [upl-n) " o
_A
P=z

l )
[l'l'p(’l‘loﬂ = ::0 ; dcer

]

Z(Patck) :.:é 1

h=1

Veka d{verﬂim ori p-,/1/7_ DE>1 (0 ye PO\N‘V\\JVO v\'bmjp),



4. Imejmo simetri¢ni slu¢ajni sprehod po Z>. Preverite, da so stanja povrnljiva.
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1. Imejmo simetri¢ni slu¢ajni sprehod po Z>. Preverite, da so stanja minljiva. Kak3ne misli o tem?
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2. Imejmo simetri¢ni slucajni sprehod po 74, recimo Sy, 1,55, .. .. Dokazite, da velja
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F'-Anq Bn' Xr—y Obrne\ﬂlﬂ %4 (V\ojo\ “k%ﬂ\j)



Ao hodimg V\aia] 4]
{ vstopimo v s poti  (zowal niews
7@ Nove .>+uv:]E. v 12 hqg\@('g,\

3. Imejmo simetri¢ni slu¢ajni sprehod po Z¢. Preverite s simulacijami minljivost/povrnljivost stanj.

lzkaze w2, du so shnjo\ povenljia = de {42) 1 ywmlpva sier

L \
A\fr-- T T ==~ Y...dgkE sprewoday, ki so se Fe

vrailll' v 2hadisce

Wovak;

4. Se ena glede simetri¢nega sprehoda na Z: izradunajte EU(TO+). Namig: kockarjev bankrot,
izraCunajte povprecen cas igranja (torej, koliko iger v povprecju kockar potrebuje, da iz zaCetnega
kapitala k pride do kon¢nega kapitala bodisi 0 bodisi n).

To* = inf {nz 1]X,=0)
N ... # korakoy kOb'larJu

Imawo simetrieni sl uc"a\'sni spremd ~ p= Y.
Dzﬁv'\\mjme Set  ay:= ELN)
(lo =an = 0
A= 1+ %.(.0&-1*“&1-1)
2nelimo 2 :? Q;-O.Q_{ - 4l1ah-1 "'4,1.qh,.|.1 - 4,1,0.&’ =

=0-= Oeq - D0+ D0, = A

E@Mj‘;‘r X¥-3x*+3x -1 =0

(x-1>=0 Xaan s 1

‘/‘L Ay -2

=a, = (A-&Bk{-ck")' 1%

20 = A=0) S ans Ck(k-n)
=0 D Bn-Cw' =D B=-Cn



1e Cltor) ~ M0y et = R Ca2on) 41

=D C:-/l
= Ay ™ k(h-k\

Velja EoT?) 21+ E,(Te") 2140 -1 =

K.,
DE(T') = .

T sy By(To) 7 001

5. Predlog s predavanj: ubezni slucajni sprehod. Prehodne verjetnosti so p; iy = 2,32 -1in p; i1+
pii+1 = . IzraCunajte a; = P(1imy—se0 X, = o0) in by = P(limy 00 X, = —o0).
_t v _Zi 2°
A0 T PYPPL et 26474
(./-\‘ N ' < N\
) v I

Qpazima simetrijo: oy = b_y.

Sp\oé\m’ clen Ok = Prger Qe * Py
)
et

- _ nk -k
..3 ({)-‘L_‘_,Lk-t‘i] ak’ - (L Qk,f‘l + 2 Qk_4
7_k (O\k- ('Akm) = ’L-k ((Ak-1"0tu]
- -k
= e T ae = b (@ Qm\

Za k20 Aobima: k ...
_ Z (i 1)
Aueq ~ Qo T L:OZ (.'4-4 = aq)

Torej potrebuema samg @, in e,

Cewv j¢ enaka vsodn  autby
Otitng awiby =1 (dhisombtan Aoaodhq\

Ay

4. november 12025
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lme'_\mo Jusoqu L\im Xa= ‘“3 in {limXn = M]G
V"-\y‘\ h,mx“‘. wg { lim X =oo'§'g}2 {Xs ¢ €X; > X, 4_13 /lPk(.)
Pl limn = -+ & B Uiy X =3) & 2, Bulxac o« 2 Xg0),

kier so swmondi na desw !

Pk(xq"xa“"‘xj’xjﬂ) =Pk.|u.“l Pt.-,ut loln; <1, k4 Ph‘] u*j-1

=lh-13%
“\"k*i.uﬂ-“ ) 1?':*:*;:'-3 * ;:‘ — 2
Tovey P X~ %) ¢ =B lim X~ w)o Sttty
N~y o0 1_ h-;:oo J~a
= O-k~by & 1-0, ¢2 73 Q.

Ko Tarej pesliewy k>

Ok —Q W o, —1
Dz velike k g9 s*umj* min“ﬁm.
Ker so via stonja poveamm. so vsa shanjn  winljiva
D Qetbe=1 =D qo

1= aw = ¢ 5.2 (ag-14)
Ddobima 04 In swmo  lconcali,

2. Dokazite naslednjo lemo: Naj bo /4 (i) = Pi(X, € A zanek n > 0). Potem je h4 najmanjSa od vseh
funkcij A, ki zadoS¢ajo pogojem:

(i) h(i)=1zai€A
(i) h(i) = Ly piuch(k) zai ¢ A
(i) h(i)>0 Vi
(i) in (eii) sta ocitna , (i) je popolna vevj:.-\-hos‘\‘ Sha wiveza
Dokatimo* h(i) = hyl0).
Trik: definivamo novo veriqo, ko zadenemo A:
Py LeA
'Fi-l:): A; L=jeA
0, it i LEA
Opu‘z‘-'\mo' PLLX\'\&A\ W(Xv\EA) P'rlme“o.\mq ha s Fun\(cuo Ia:
Pﬂlk) ) = ip*ﬂA(k\ i P..,._ =ver, A izl skocima v A
lﬁ’"dlg\ (i) = veuz.hosi' dd 1z i v n korakih skotwo v A



Pomemben trik: Kaj se zgodi v limikit
(limP™4) = hp (4

Opazime’ (PRIG) = £ pia-hle) < hio) ()
Q pomoida ) W ) daobime
h> 4, |P

(T4

Ph g_pﬂA = h 7z P, %PQM"H‘““Q
= h’-P"’UA, kar v limiti da: hz ,‘\_';gp“'llk=h~

3. Oglejmo si naslednji sprehod na nenegativnih celih Stevilih: naj velja pgy =1, zai > 1 pa
i ; o i )

Pii-1+ piiv1 = 11n pjip1 = (%) pii—1 za nek parameter . V odvisnosti od tega parametra

izracunajte P, (X, = 0 za nek n). Komentirajte.

| - c 3 .= "_* . = ﬂ
mamg Pii-1® e N Piina T Frgwe -

Qpazimo vparabnost leme: Pl Xa640) 2 nek w) <hggli) = hlo).
Velja: 1) h(e)=1
Niza: hii) = Poi-an-1) + Peisanlin)

. : ()t .
T (A +iy h (L" ’\\ + &t (Ael) h (V‘"\)

3) hii) 29
Y q- .
Razp&emo (1) A L4
(=1:  h(1) = 7+38 "1 ¥ 7427 h(2) Vedwo bo ena neznankg

. _ Pl ¥ vel kot je enalbd
L= h(2) = Feas b))t TR h(3) D 1zreEimo v odvisnasti hi4)

A2 N42%
lzvazimo:  h(2) = %(M’l\* 4:'1!)’ 2% h(4) - 3._“

h(3)= %[(%*-ﬁ\htqy-%ﬂ=

AL+ . )
= (3* 2" 14) h(1) - (%‘*"12‘\ = jmam; des 2a
SploSna Farwivla

2 iw)ulwsb lahka Aqk'?%ew\oz »
hin) = Zwalhy - Z a

ko2,
Awpak : h(A) movamo 1zbrati dako, da bo h najmanjia  MeEna

Uporakima (3) iz leme : h(n\20Q
" oA

S 4
zahtevamo  h(4) 2 .‘g—:_: = 4—27 Yn

1 Lz1



- 1 1
lorey* W)z 1 - T T = \n('\\--’l-éT

kea
Konino: 2a 4241 vysta o\ivers'\m in j& h(=1 Vn, 2a d>1 pa

konverajra. .

\hr\e;ymo markovsko Veriga 3 prehedne matvike P. Pravimo, du je
I , Ce je M=TP ogiroma

é—“’k P =T Vi
C@. \'\e. Tk Pri =MiPix Zo Vt’qj (Tr je \' J'e av tomadky
T stocwnarma,

4. Slucajni sprehod na neusmerjenem grafu. Iz stanja i se premaknemo v eno izmed sosednjih stanj
(vsako enako verjetno). Dolocite stacionarno porazdelitev.

A L .
. _ ) degid s V)
lmamg : Pa.j‘{ o - L

Al si lahko izmiglimo T +ako, de oo e py; =T pin -
Za i~#j je T korkeli, sicer:

_— A _ A4__

L) T deyy ™ TTi egld)
Ocitma  vzamemq:

deq (§)
T 42 st

5. Mefemo (ne nujno poSten) kovanec. Gledamo zaporedje, stanje zadnjih dveh izvedenih metov.
(To smo Ze delali.) Spomnite se njenih potenc. Poiscite stacionarno porazdelitev. Ali je reverzibilna?
Komentirajte, razloZite.

_ GL CL GL 66
Vewo PP 0 1p O rp‘ (48} pla-p) pl1-p)
P =(0 2 Qp P” < -hT U W22
01p 0 P - h -
orp 0 P L - -

D Lp*+ (1-p)2 p(1-K) p(4-pj} Je stacqnorne
Ni reverzibina: O= -)Téﬁpbb,cu 7 Mo Peo Vg ~ P(/I-P)p 70



6. Premikanje kroglic med posodama (n ¢rnih v eni, n belih v desni, zamenjamo eno iz leve in eno
iz desne). Dolocite stacionarno porazdelitev. Kako hitra je konvergenca k stacionarni porazdelitvi?

Xo= H§Sémih v 1. posad;

- k! ()t 2k (n-h)
Pk -1 nt1 P ™ o0 P T

Poskysimo pO\ska+| T Ty Pu,i ” m; Pin
2a =k in [i- k|22 vedna \It.‘jq Preostane Prlmer

L+
Lt (h-1)? (ko)

Me e - rrh-m' ,n":
= Tl'u(h"k\L = ]Tu-n(.h*“k (*)

v h
Ze @ prej vewo, o 30. naravao, 1gbiva 24 T = (+r\)
Preverimo lahko, da +o ustreza (¥). "

-~

O konvergenci Se

ne Vewmo wicesal, zatq s& bomo \c-\rc;) na\oa; vrmly:

2. Mesanje kart z zamenjavo pozicij dveh izbranih kart. Stacionarna porazdelitev?

26. november 2925

,.\ ' a'l‘ran\pouu\\a T:Tl);
Q; swer

R@SU‘)CV'\') “Tp = Tr ' kj@" \'\e. pbd= {

O]’“\"-‘-W"\0 da  vedna ve.\Ju. Pej = Pji- ()
Porgcima  reverzibilen T

T Pie = My P, Vik "
@ -> Veamemo lahlo kongtemten W: M= Wl V.



3. Naj bo {X;}; markovska veriga na prostoru stanj S s prehodno matriko P. Naj bo A neprazna
podmnozica S, taka, da je njen komplement S\ A tudi neprazna. Naj obstaja stacionarna porazdelitev
. Definiramo zaporedje slucajnih spremenljivk Y; s predpisom Y, = 1y cq)

(a) Pod pogojem, da je porazdelitev X; znana (recimo L), izraCunajte prehodno verjetnost P(Y . |
JWie=1i)zai,je{0,1}.

(b) Ali je {Y;}x homogena markovska veriga?

(c) Dokazite, da velja

Eﬂizpfj=2ﬂfzpij-

i€A  jdA iZA  jEA

(d) Predpostavite, da je porazdelitev Xy enaka 7. Ali to vpliva na odgovor pod tocko (b)?

Q\ RGEUV\QW\O r’s\u’mvm\'m\
= 2 CFeé,; LK 0; -
LHS i.é\ SeaPeu J??A( " A )
= i'ﬂ's iinup,;u '?.lT é-é-“c.
J¥A A A 7N isA $A

[4 besedami © 2o s*ac\o\r\amo pg{qzdel\\}c\, \\g :

H)( pvs‘}\mo )

Mlg&..f.,. kavaku, = IP ( P“dem‘) v Av h%\e&ujgw\ koralco\‘

(a) Pod pogojem, da je porazdelitev X\ znana (recimo W), izracunajte prehodno verjetnost P(¥; |
JIYx=1i)zai, je {0,1}.

Zainimg 2 ( =y=1

XY
P(Ylm'-“'- t*‘l) _ ?QM(“,% I"’\' Pi e
PPVM"” Y )= Pe-1 imc) i i

Poddbne za astale L)

(b) Ali je {Y;}x homogena markovska veriga?

_ \/B“t'}l\or} da iv 2
Ne, protiprimer je veriga: zuprotimy A ni enaha

'u"' 217 i‘mﬂ on 12 %
eapvshvm :

(d) Predpostavite, da je porazdelitev X enaka 7. Ali to vpliva na odgovor pod tocko (b)?

D, +o pravi poo\m\o%a (.



4. Ena lahka z izpita: Homogena markovska veriga ima prehodno matriko

0O 1/3 2/3
P=1|1/2 0 1/2
1/2 1/6 1/3
Dolocite stacionarno porazdelitev.
Dolocite pj 3(n).
Definiramo 7;" = min{i > 1;X; = 1}. Dolo¢ite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke 7", pogojno na
Xo = 1. Pomagajte si z verjetnostjo P (X = 1, X, 1 # 1,...,X; #1).
[zraCunajte (pogojno na Xy = 1) pricakovano vrednost slu¢ajne spremenljivke Tﬁ, torej E| (Tl+).

Reﬂu'&emo TP=1T oeivoma: Ty="am +%am,
My = Al&“n - 4/6W3

T _‘l-l!ﬁ quﬂ 'ﬂe:ﬂ:

- eno enacka lawko vedwo
“1“' Tl'z_fTT'b 4 nadome shwa & Poﬂqjem

ReSitev: [ “aq %%4) MarTTeNqy = 4

Zo Paayln) robimo lusine wedwsshi malrike P

=X A 2/ r 1J¢ vedno lostna vredyes T
det(P-XTI) =% > Y2 |=-)Setayt+ ¥ Yy = (6 ) (A0 "%)
o Yo Mo = (4= 2 s Y2) (1 22

r->a\‘\tvv\u’r va 2o iskum&c. lostwih  yredwosd;
Trik: opuiUSQW\O matrike P-XI. lzberewo par s'\'o\\?c_ev. Recimg, da img
podwurtriky iz Yeh sholpcev Jostost, da se vse njene vrstice
SQVS\'CSCSO v neko konskanfo ¢ (shica #). o
Potewy s "\'urkl osdali vrsdice ostulih er\frev .
(skica ¥) seih\MQ v kongkuntq, namrel v Lt S T

1-A-c. Potem 3 Vinearna kombinacijn s—\-nllo(e\,‘ bjer v # stolpre
Mwozimn 2 (’I-X-L\. VL ¥ pa 2 -C, nicedna. T0 po. pomeni,
do o s\-o\PL'\ P-2T \ineurws QAviswT D A jv. lagtna  vredwos T,

V nadem primerw’ Prvi sholpec P-2T g [ 11\T D e vecmewo
A=Y it da 5-\-ra|pec. podmatrika, kijer 30 vsote wistic evake
DAY e lostna vredwagt

(+o +or ej Abimo 5“0‘“‘&' brez *ruc)\q\



Tarey bo: P= S[M’“As] s Pt SE%’\QSJ =[_ QDE

ﬂa‘\n\te. S ne 2elims racunati . Zaniwma nos sawo en Clen:
Clen Praln) je oblike: U praten lrhha vporakimg oo lusberilal tlen P7)

Pratn) = X- 1"+ (M) 2 (-%)"
Rabima le Se xy.2. Vewmo Ze  Pa319)=0, P4.3l4\=1'/3.

? . . /g 3
Pos [.' . > Psl2)z a8

~- . -~ . 4
RQS‘W\Q S'S'\-QVV\ In AOb\mQ 5 X = 40/7_4 \ \/ = 4/3 | 2 < - /7.
= 14}
D Pasn)= %1 - Yo (1) (- )

Opomkiar: Oparzima, da o =Ty~ 21 i p, ) =2 T,

Se ved' Ko way zawma Witrost konvergence  paln) =T, (in
konvevaon(_t cele pomzdc\r\'ve,\ je 1rrwmed L""L\ m (%" ravno
()" — 0 maogy  Wtregia. Lastna vredvast =72 4akq |, Zovirg”
kov\vergev\t.o w je vporabna kot merily za Witrost ld.ovwwsewcc.
V SphSnewx’ Po absolvivi  wredwash o\ru%q m;\veéju )astna
veedwnost wma pomemiona vhogs.

Velju: Br(%1, X, o sart) = ()7 k22 (ale] watiibo)
Tovey: Tr  ~ 1+ bmvv\(“/z\ DL, (T‘\‘ +1=3,

d !

-

Qggz'\mg: 2= S22 ° M. Zowiws -

1. Uporabite ; = E;(T.7) ! (kjer je 7,7 = min{n > 1;X,, = i}), da preverite rezultate pri nalogi z
mubho, ter pri nalogi z dvema posodama s po tremi belimi/¢rnimi kroglicami.

3. december 2015
A
@ Tazsi-3 = E@HN=¢ V

. . hy\t
Kraglice : T, : ('{Y\?) = (j;) = 1:2 - ;0 DF=90 V



2. Sahovski konji¢ek. Skace, zaéne spodaj levo na Sahovski deski. Po koliko korakih se v povpreju
vrne?

Pieccens|  2deaslL 2R304 1bb+16-8

~e e

‘ = Mas 3%‘6’4%: = E(TA+) = 168

3 b 6 6 4
2 3 2

4. Naloga z izpita: Homogena markovska veriga ima prehodno matriko
1/6 1/2 1/3
P=1|1/6 1/3 1/2
1/6 1/6 2/3

Dolocite stacionarno porazdelitev. Dolocite P(X, = 2|Xp = 2). Naj bo 0 < s < t. Izrazite P(X; =
3|1 Xp = 3.X; = 3). Koliko je limita lim; .. P(X; = 3|Xp = 3,X; = 3)? Kaj pa, ¢e je s = |c-1] za nek
0<c<1?

Stacionarmat sistem TP=TT, Taefuemyza S = [%, %5, ")

1/6 1/2 1/3 M= (vedw)
P=1|1/6 1/3 1)2 AM=Q (pri stholpec)

1/6 1/6 2/3 M FEP- M- =
PlXn= 2 %=2) = [P")0 = A4+ B0+ C (%)
% x 2 e g—ABte—A N pomae), A=)

Pln £ WMttty X n=A1: A ¢+ Ve = Ay C,_z,s_

4 ) 4 X n=1- A« é-o(’ = 5/4? = A= "-/45'
Unr + Vg + Yy = %%‘:,3-;
Noj bo O<set. - )
Xa=3 %52, X =3
PX=D1%=3, X S P(Xo=3, X:‘-S)
markwsha
o Ps>d 02D, 4=3) - Biins) = PLXe=3] X5, Xy 5) PlXaz3, i)
PLXe<D | Xo=2) P(x,= %= 3) Pl%a=3)
Fp(xe"b'xs‘-?ﬂ P(Xs=3 \Xo'-’.s)‘M - (.Pt.s}a.b_l; ps]'b.a
P(x,= |¥a=3) PL<3) LPeY, s

Na '\q._P‘,-\\; lahko 'I'u )COV\EQW\Q , [Phl-,,'.} Aob\iho na ewde nwodn Lp‘\‘ [P“JZ:Z-



3
|zkote e [P")4, " = "a‘(%\“, nzl

LA s
f!-.‘-'o“v' Lptbis' = [P 13.3

C&a’t s=let] =za Qect |23me Se \v\anwxacSu 2 )

1%
(_5,-[--—)00, |s~'l:l—->°=’\ = c\o\mw\ 20 .

r')nql%o\ fe) | b'\'\'d\"\ (A} 2.
1. Razlaga prejSnje naloge: imamo stroj, ki je v enem izmed Stirth stanj (dela, dela z ropotanjem, ne
dela, ampak kaslja, ne dela in je Cisto fu¢). Opazujemo, ali stroj dela ali ne. Recimo, da je

1/4 1/4 1/2 0
0 1/4 1/2 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4
1/4 1/4 0 1/2

P=

Od trenutka, ko stroj proizvaja, koliko korakov v povpre¢ju potrebujemo, da se spet pokvari? Koli-
kSen je delez korakov, ko je stroj v delovanju, v naslednjem koraku pa ne deluje vec¢ (to je stopnja
pokvarljivosti)?

N
I,l.a

Ta+Te

ST T e T~ PXe ) =,

Tl\"'T';_'l'-"'l'Tk

k. k> vo ) E (T4) '\“
Sat TatSyriat-ri+ T E (Tt E(h\
k
k k—=e2 1 _
SatTat - + S T E(.T'l\"E(S"\ é"\ s\%\pcu

10. december 2015

Stacionarna pom%delr\ev TP > = L%G. %f 1-‘* ﬂ/]



Naj ba E(D)=a, E(Ne=n.

VQ.W\Q . n . 1 M ps:
Dl\"‘”‘l""" t Dat ”“ cAtn * 27\ ZS«A" P"J

= Walpast Pag + T, ( Pra* P
Lt aclu\\ imamo

. = , Dat--=Dw d
Delez (adsa, ko s-\'\'oj dela DatNAT™+Dyr Ny, > qn STt T,

Dobili smo sistem za d W = d‘%, h=1

Opoz'\mot povprecen  Cos o\Q\ovaV\ScL E(D1) lahke dobimo kot :

c&/dm _ tﬁi i
E@Y=A = Yhen T Z pi
K
Nuclc\\jz‘ J2racunaymao P",
[ 1/4 1/4 1/2 0 ] )
p_ | O 1/41/2 1/4 A =1
T 1/4 1/4 1/4 1/4
| 1/4 1/4 0 1/2
L))\,_-.O

2 sholpec Je konshanten D P { 5 } = poa =Y
Zn ostule po'\'re_buézmo lostne  wredmast @ 2=, M0, ?

/R
Ye W A~
Pz:. 316 Wy ~

3 1
) e L A

4
B> hy= 0 D Ae=HP - Aa-dN T 4
Fem e yn e hgectal  Mg-c ()’ — vnde wava bk 4

Yie /9y +D B 1 $/tog -0( )"

P'\ 5 un ‘l/;._ ?11" +E (‘h]“ 4s/"’? - F(""‘"

Yo M TarFUMY e - FOMT
-

ngmhg'- Lastne vredmashi P so natunko A"




2. Mecemo posteno kocko, s S, ozna¢imo skupno vsoto izidov na prvih m metih. Naj bo p, =
P(S,, = n za nek m). Ocenite prps.

P "/s + Y 4’6 Py = "/b + Y Vot % (% b)

]
1 14 1 » 249 At L feasd

 IP(Xa~k)
Rekuraiva \OG%QAJJCMQ na 1. wet’ pn-=2 7, Pa-k
Hkyadti Po=1, Pn=0 za w40

Malo PUWCunams * Pa*

Poistime splosn llen:
>\ 6. 4/6()\? + A4+ '---rj("-l- ’l\

N = " > ta velike n
= Pyorg " A-ATEBA 4 e @ A

Po K2VS vewma %\L — "lE(Xq)' ?/1__
Hkvati pa je S P 7 welike n L —— 3

2 Pa 4
=) P‘LU!S e d /?_

3. Seena podobna: na vsakem metu vsaki¢ vrzemo tri postene kovance, s S,,;, ozna¢imo skupno vsoto
padlih grbov v prvih m metih. Naj bo p,, = P(S,, = n za nek m). Koliko je lim,_,e0 p?

o 1 1 3 )
Xa ™ ("/z e % E(,)=
Enaks kot pre] »— E(xa) = >2, %‘n—" 7,

z,a\(ux lim Pn = /‘5 ni ok ?

hO0

ne VIZRW™)

St NP e A
L kolik veeliceh swa cbikoli  Eople b
Pn = udeled abiskany = kom s pvighi Luciws!

a1 >
Kilxazg ™ (5 Vi 4’7‘\ E (X1 lxyp )= "7

. 4 -}s?-/
lim Pn = Elalyeq) - Tt



4. Dokazite trditev:

Naj bodo fi,..., fy = 0 dana Stevila, za katere velja ):A | Ji = 1. Oznaimo U = ):',\ 1 k fi. Defi-

niramo zaporedje u, s predpisiu, =0zan <0,ug=1inu, = ):,\ | Jity— zan > 1. Se ena tehni¢na
zahteva: GCD{k; f; > 0} = 1. Potem velja

i in =
Kons¥rurame MV: B —_
£ 'F1 4-'F4|
3 o e
¥ 4'{‘\'{1.-f")
P= 27w ©° o AFrfy
N-1| A 0 . e o= I N

tn Cas u.s'hvhavt'\a To* Vc\:\q‘

Ko (T, = 4\ = o, FPJTJ‘-ZX ~f, . Pl Tet = F).
N

Pdem ye: Eo(ToY) = Zkfar p

nza

A 1 : :
Vewmo pa By ~Ta= ;4 po izreky s preddvani

Prav tako po izrekv s predovaw; : Py () L2 -
Lo>Fv swe vporalli dperi'ac’\i’cmsﬁ‘ pa .

Preosdane  preveridi, da ‘AQ 2APWeAe  Poaln)  natonka (U i2
hovedi). Davalj Je preveriti, Aa reSi rekwziwy ZEvezo, suj le tw
enolitwy Aok (un)a.

VP 0)=1V

Vpooln)= O 24 n<d V

YPooln) = é-Fk Poe Ln-k)

T w am e - —-——_-—-..

RQEP‘“"'\Q Pooln) P°5°3“0 na. Vrednosh To*'-
Po.o(ﬂ\ 2 |‘P(.To -k\ quo(h k) é_,fk Poo(“ k\ v

Oeam\og S Yewm 1zrekowm bi lawks zday relili prcj'snji dve
no\\osi.



3. Se ena podobna: na vsakem metu vsaki¢ vrzemo tri postene kovance, s S,, ozna¢imo skupno vsoto
padlih grbov v prvih m metih. Naj bo p, = P(S,, = n za nek m). Koliko je lim,_o p,,?

3 1
P EP'\ &ph‘l 8 Pn-at &P
4 4. ltzla_li\rtszifllzt;?j%\.:i.f\.zﬂflglla Stevila, velja LW fi= atimo = B ke Defi-
PY\ - -+ P“" "?‘ Pn-2 + 'é', Pn-2 2:&:1':33??‘5’33}]?E”i?ffi‘"f.'S&fn?v el T 1St
Pasthn i
A Fa AL A LS
Dlim P T dpa2d543% 2

Nn-roo

2. Mecemo posteno kocko, s S, oznaCimo skupno vsoto izidov na prvih m metih. Naj bo p, =
P(S,, = n za nek m). Ocenite pyps.
7

4 .. o . -é.. -
B Preat Pan ™% Pree) D im Pt T [raanmrg “21° F

Zaporedni nizi
1. Mecemo (posten) kovanec. Ce pade grb, zapiSemo 1, e pade cifra, zapiSemo 0. Koliko metov
v povprecju potrebujemo, da dosezemo nek predpisan niz, recimo 00117 Kaj pa 1001? (Kaj pa

1011017?) Seveda reSite splosno. N3}. decewber 202G

[mamo markovs"-o Vu"l%o s S- ?hu\ns: kb weh).
I81=16 => TTgo044
Potem ‘ann( 044) “'oo«n-/'b
Nas zarma pr'\cqlovun Cas, ko zudvewn lqro, me pa ko 2¢ 2ucnewo
5 Q941 V tewm primern je Yo  enako.
Zupigme luhleg * E(ood4—+oo44\ IE (—onM),
’lb
Kay pa 1001 % Ta je drvgalen 1004 —> 1007

Spet E(’IOQ'!_—-’ 1004) = /Nb lahkd imams pve\:rivmnje,
n
[E(1 —1001)
Kaj pa [E(—> 1004)1
Veliu E(— 1001) = E(=>4)+ E(1—>1001) = 2416 =1¢

_Pﬁm Problem e rovno v prekrtmn\‘v Nojvee prekrivm\io Je P

1911
1- A 21 11 111+ 111 A1141=r 1111

E(= 1411) = E (=) « E(1—= 41) + [E (11111)4[E(111 =2 4111) 2 2+4+8+15230



Ta wie \e Yalk | du = = veliko V’efJU'v\osﬁo pOJ'avi
dvakyat z:-\poru\'- 11111
Niz 41111 se v popretjy pojovi e vsahih 27232 koralov.

Rabima Se  IE( — 104404).

h
E(104 — 101101)

E(— 101101) = [E.(101 —> 101101) + E (1—>101) +E(-1) = bu+#+2 > 74

PDSP\QQH'CV: Opf(q VAL rac v lnike (ahvcv\dt'-\ CAbQCQd‘-l]:
IE(— BANANA) = [E ( BANANA— RANANA) = 25°

2. Me&emo (poiten) kovanec. Ce pade grb, zapiSemo 1, ¢e pade cifra, zapiSemo 0. Recimo, da
imamo dva predpisana niza, ozna¢imo ju z A in B. KolikSna je verjetnost, da prej zapiSemo niz A kot
niz B? Spet resite splo$no, konkretno paza A = 0011 in B = 1001. Al se rezultat te naloge sklada z
rezultatom prejsSnje?

Definrame T :=TaATg = (~=A) A (—8)
Opazimo: (=AY~ T+ 4B pred A) - (B=A)  JIEC)
E(=A) =E(T) * P(B pred A) ;_;E(rs SA)

Zorahi neadviwnanti

prekrvanie

Rabimo torej - E (1001 — 00/M) = [E(001 = 9n41)
Opazime: E(— 0014) = E (0011 0044) = 4p

. Lyni prehy wav\‘i'-.

IE(—001) + IE( 001 — 0044)

€001 001\ = 3 = [E(901—>0011) = g

Dobili sma enuchs: N6 =ET) *PIBA)3
S'e eng enuchn do\oimo . E:'e. ‘tumem\}aw\o Awnb:

E(—=>R) =IE(T) +PA<B) E(A-B)
18~ ECT) + (A-P(Bep))- 16

ReSimy sistem > PIReA) =7 /10



Opozma: |z sistewmo, dobmg Farmub -

) E(R—=AV+E(-b)+E(~A)
)P(P“'B\ T E(Ad)+E(B—A)

3. Se ena zanimiva s tega podrodja. Mecemo (posten) kovanec. Ce pade grb, zapisemo 1, &e pade
cifra, zapiSemo 0. OznaC¢imo A =011, B =100 in C = 001. Ugotovite, kolik$ne so verjetnosti, da A
dobite pred B, da B dobite pred C, in da C dobite pred A. Preseneceni?

Morda vam pade na pamet kakSna posploSitev teh nalog?

E(—A) =8, E(—B) =& E(=C):=4
E(A->B) =[E(011 = 100} = E(1—>100) =6 _

[El-»m0)-E( 100— 100)~ &

E(=100) : E(=>1)+ E(1-3101)

= 2+ E(1-5101)

E®-A| =E (0~ 041) =6
EA—=C =E( 011 5 9n1) = [E(= 001 =& . 1o se clo dabily
E(C~>A) = E(004- 011) = E(~+aM) = T3, forasantite
E(B— C) = E(190 004) = E(00 5 004) = 2 {1 FiTmn 4,
[E(—004) = [E(=a0) +E( 00— 00 4)
E(00—00) = 4 = E(0—* 00)
E (»00)= E(-0) +E(0-00] « L+% =¢
E(C»B) =Ko — 1= E(41— 400\ =6

Sfarmro dekimg @ P(A<RY="2, P(Be<) ‘3/l+| Pe <A =1

Nimams ¥ raneitivnogt; !

Google ©  pavadods vellea ;  Condorcet puradex
A<Bec

BLCAA P AR)-R(BLC) = P(Cer) Y
(e



4. Dolg s predavanj. Naj bosta X, in Y,, aperiodi¢ni markovski verigi s povrnljivimi stanji.
Ali je (X,,Y,) aperiodi¢na? markovska veriga? s povrnljivimi stanji? Seveda po potrebi predpo-
stavite neodvisnost, hehe.

4

(e mamy  neodvisnest, je

.. S S 4
Pt = Par’ Pl
in fmamo wmarkoviks veriga

Nodale nom apericdicnost ver X in 7 pave, da stn 2 Vil¥j ol wekege
nolN dale  pii(n), P.i:';(h\ >0 = Puiuifik) = Pai Pha >0
=3 (Xn,Ya) aperiodiing,.

Spamnimag se: povrljivagt & P (newot vi) =1 & z‘p‘;‘,;(n\ d‘wf.vj\m
Podabna za Y- “‘Z;.Pz.j(.h\ dw evgwa.
03\!\\\"\0 &1 Vreto

neadhviywasl

v splomun $¢ luhks zq9di, ola
g. " y tq korwerym : i
DG.LLV\\ PJ lj (V\\ npr. ie\ '-00|o\h‘:u|~ 2 1.1".1,\ <%

h=1

0
hz-,.p“ N =

Z. jonvar 2020

1. Najprej se spomnimo nekaj koristnih lastnosti eksponentno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke:
» Kaksna je pogojna porazdelitev X glede na pogoj X > 1?

» Kako je porazdeljen minimum dveh neodvisnih eksponentno porazdeljenih slucajnih spremen-

ljivk?
* Kolik3na je verjetnost, da je omenjeni minimum enak prvi izmed obeh eksponentnih slu¢ajnih
spremenljivk?
X~explA) ima x
Y Une Mty ael? s
\Fx(x\ =Xe ! X0 ane t= -¢ o e 1

VFx (K= 1-¢™; x>0
Vogosto raje gledama 1-Fxd) = P(xox) = €™
(predivetvena Fun\cc:\jo.\

. esAlEr)
Velju: P(X>t+x |X>¢t) = 'bep&?gm = e e = P(x>x)
Tey lashnashi pravime, da je X (preteklosy witi wial

ne vpliva wa pora'tde.\'\-lev\.




Imejmo zdatj X~exp(N), 7 ~exp(p) neodviwmi. Potem je:

neodnignost
PCmin(x, ¥} > £) = P(X>t, 7> £) =Rix>8) Ply>t)
T L e—[x-r/d'b

= min (X, 7) ~explrem)

. N
Ku\; pa. - P(min (x,y) = X) = P(X < ¥) Pa Sbmocjy *
rar

g %0 X
= -2 - px
gcl\x §<>\e pedy
A Co—lu-
At §C Lfe-dix (_)\-tp.\cb(
= >\)_:,‘_ Upnm\ow.\‘.

Spomiime  se S E(exp()) = -

Cuden Primer : Ce imoma  dve necdisni Zarici 3 asama  delovanjo

XY ~ QKpU\\, se ho ena Zamka pvec)w\doww\ ugasm\u ro
E(minlxy)) = o.>. Casa, Potem pricakviems, du se bo clrugq
usasm\q sele po nuda\Je %

2. Recimo, da hkrati vklopimo #n svetilk. Opazujemo, koliko svetilk v ¢asu ¢ sveti. Ce to $tevilo
oznacimo s X;, kaj je potem ta X; in kak$nim zakonitostim ustreza?

XQ-,/\
nde—>
-t ——eey

v

>
t

Oﬁ\ejmo § W(Xtm = §-1] Xe '-3) =1
Qznuatwna Ty := Cas de\qvwr\ja k-te Zarnice ™~ exp () .
Potem je P (Xewn=j-11Xe=() = Plmin (T, Ty)ah, Yomo 20n Sarmia )

15€ Lgosne v tem Cow
20 mujhne © e — . .
.new\ogor.i. Ak se Jdvg = P(min (T4,...,Tj) 3 h\

vaashetu v ‘stewy Casa



minlT,,... T;) v exp(n) MR
£ 4= (1-ghht DN N-)
=3\ + 0w

Ker smo se omejili na tako ma\'\hne. skoke , da ne moreta dve
Zarmci vaesniti v istem interalu, |aWko gre proces v e dlve
5"0\!\3!' v Yem Josa’ bodist ostune enak badisi 2 zmav“'iu 2z 1.
Torej je: P(Xem=3\| Xeej) = 1-j3h,
|2 teh vergbnosti  dobimos  matrika  (Peli;.

ravsttn po vrsticah O
lzkage s¢, da walvike Py qeneriva neka matvika G. Za 4i dve
matiki velju zveza

6= %’E I-b.-..q pt"

Velia +vdi povezavo, :
. P Pe=Pe b= G P

To e Jincarni sistewm NDE. Relitev Jc‘

Powmembno Za izpit!

P = Ca%bt = Q,(,t
L> Pogej Po<I now da C=4.

3. Poglejte si sploSno Markovsko verigo v zveznem Casu z dvemi stanji. Izpeljite prehodno matriko
P;. Kaj se dogaja, ko Cas posljemo v neskon¢no?

N

1 vsi +i indervali s enako
t ” T pAavaedal ewi zavad; Markevshe
1 = —> =S = lustnashi

>

. [-—)\ A ] . P = IPMH:) Paz(t)
T-ore.l \y G- M -m 2 c Pualt)  Pralt)
Upom\oiw\o P;, =P G (pride wnoqe lepée kot G- AR

Pult) = Pral) -2) + Pl =p () (o) e E"

L 1-py



__ - £, M N
ReSima  pmlt) = Ce (e | WA Y Cs oy
SPan(0)=1
- N NSRS (7" IS SUD SR £U "\
Dobime YT T e ST
Pez| o . g ~osde 2 g et
M AR At i J

. F . . ot . HAAmi
Opaz\mo' Cleni Pp so linearne kombingcie € in e

|<er \'\e, Pt‘-' e"* (A po+ew\ )as*nt VVQCA.V\Q!:‘H 2a G lar
Q in ')\'/L.

~ N 1 Eneki veeher!
MM MM Padobm kot stucionurna
. _—
Ko t—>0 pt » poroedelitey v

T A | diskvetnem .

-9 4 5
4. Naj bo dan generator Q = [ 3 =5 2 ] . Izpeljite prehodno matriko ;. (Ostala vpraSanja o
1 2 -3

tej verigi sledijo kasneje.)

Upombimo Pt= E.Qt. Rabime lagine wednosti Q-

“3-2 b 5
S-X 2 | = = =xa(h+11) (A+e)
1 2 “3-A

Pamembng: G ima  vedwo lastng vrednast Q in
Same Y\%poa'\Jr'Nne, lastne vredwosti (Ze, 52, A>0, imawmo
v verighnoshi €M T 0, kar e nemogole, Saj |e
Pqé[oi’m-

TOTQ'\\ p‘,\\ () = AL.)C% + E’Ls e~k Cc-, g bt

Eno. moinqst: Regima s Pogoy;

Pyl Ty o Poglo)® Qg pefio) = (6
L.>pt=(,.pt L p:’ 6P



Drvge moznost: Iste kot prva motnast, e de o 2neliwmg
konstuntnih - Elenav  tako, da  izkonstim  deyshvo, da kondurk
v P pN(k“av\JbSo matriko, h kateri P komcvcdi\rq = poistemo
stacionarny  porazdelitev 2z katero vella: TG=Q .

Tako v sikwu NDE podvebujema  poiskedh Je % de hanshouds

5 v . . . b4 t(?
Tvd'\\'o\ moznosY Dedcmsko iZrotamg & -

0 N n h,-4 At
L6 t"S)'$ e -1
Etb'; 2_ nt = z n! = S "ek«b S

n=o0 n=

1. Dana je markovska veriga {X; };>0 v zveznem Casu z generatorjem G.

[zraCunajte F,.

Kolik3na je verjtetnost, da veriga iz stanja i skoCi v stanje j (pogojno na dejstvo, da skoci)? Kaj
to pomeni?

Naj bo [;(T) = _[’OT I (x,—;)dt Cas bivanja v stanju i in 7;" = inf{r > 0:X; = i in X, _ # i} Cas prvega
vstopa v stanje i. Koliko je E(/;(T;")|Xo = 1)? Kaj pa E(L(T;")|Xo = 1)?

Koliks$na je verjetnost, da iz stanja 2 prej pridemo v 1 kot v 3?7 Kako bi to naredili splosno (vec
stanj, prej v mnoZico A kot v B)?

“)(.)(-uh"i- ‘ Xc-ﬁi-) = 4*&«1 h~+ a(w* 1 1%, jonvar 2026
X TBTi' -~ Q’(P(-‘ﬁﬁ.) I E (Tb‘ = -qu
J{ y
I 5
o I 1' PO aheg | Xe=d) » qigh + a(n')
—_—7
T >

\P(xt-m‘inxt=¢. Xi_,.ﬁc\
P(Xoms 1Xexi, Xer#i) = = Blreet, ot i)
Plen=j, X2 d)  PlXe=i)
W(Xewm?i X =t) [PLXei)
P(Xeenzj ) Xe= i
IP (Xe4n4¢ | Xy = ¢)




P(Xeen %) \Xt.'-' i)
A= P(Xeanri lxe=i)

a;; h + ¢-(nt)
A=(1+ i +o(w)

= - 3y
i
N\
Y e =y
KAl ) (;’
1~ erplr) 9
i ' S - == - _——_—— T
t Ty~expls)y ~ &
1 > 25\:"-" -
Tq“'@l’f('i\
4 + - >
Yo= A LAY 721 /7"4 Yy =22 - (npr)
o AI'T lr/"; Aq=9
p =% 0 s Mg
’ 10 M 9 M=

7\
EVQ'%V\D\ — d\s‘ue'l'm.. /t.;ﬂ,\\l"-h_o\—? Evc_ng\

]

T~expls) . pi axnl'

} 3 > 2>
w
exp (A-py;)

Kolik3na je verjetnost, da iz stanja 2 prej pridemo v 1 kot v 3?7 Kako bi to naredili sploSno (vec
stanj, prej v mnozico A kot v B)?

1 -
’L -/-:17\ Q\Je S}“V\:)‘. h‘DWL"\i =) P = pgq = 3/5

Vsp\o&'new\'- lahko %\Qo\uh\o ¢ama  ditkvetns s Vrvktura [Chb i
pomewnloen)
hirlprej v A kot v B | %o=¢)
p%‘{j'ﬁe"“‘) na 1, shok
Dobims welik Sistewm enath

AHQYM'I'I'W\O - |ep\\"zv\.\(, ™MD mmozici A w B nrcdims ‘u'os'o\llmrtvégi
lizWder u«id- noyd, Q)
pr— P



V zveanem: T ~exp (-3;;\

E(T;) - %n = 0 alepljivo S“vnﬁ' ~ vy O
= Alon N N n]
e~ " Gz b (o)
DA O Q N
T .
LdT) = § Agopde, Te" =nf [£20] Nesi in %ol

E(iq (.T4+) l XQ=4) = % (PV'lfﬁkOVﬂh Cay prvega b]VunJc ‘

E(ﬂz(T4+) \ Xq"’n B isEz(.lttTﬂ"“ + %H:_%(,iq_(.'ﬁ*“
paénjujema ne 1. skok

bt 5 (5B (L (1)) < 3EMatr))

L=21 ¢ay \\\wm_\u vy

Eskxz (T4+D = %E‘LKQ*I-‘L(TQ*“ + 70

= Lyce sholima v 1 koncuma

=§ E’b(llr\-‘l“) = i, ,E-;_(Q‘L (T‘l-r“ = %l' ] Eq(—QL(Tq*)) = %6’

[El(ﬂz( Tf» = %

km\'\ pa |EL.Q.3(T4"'“)<1‘- ']) ' Enako: poso‘)'zvah]'g na 1. skok.

IE4( R (T4} + g (22 (T7)) +E | Ly (T97)) = Eq (Tat)
l
V diskretnena ﬂrf; ;r‘a:‘a',

_m_‘m V Zvetnewm: E(T,‘ | Xa= 3_- ":'%M Q%:;imal

L&b%hﬁ. VVQAM5+|. : >\1 - 0 (\leflh’.)\
>\1_‘- -6 (Vaamg\v\o

A') +Y(7 >\)_"'>"=" G
= p el = A Rrct)e

L ker \Wwmamn  dvakvatng Jugine weduast




p(:‘j(,t\ = = GBQ: e } C,e-(’t —Gt.e'-c.‘l'.
p;0) = 6B -6C-6C

Pralt): =07 4= Ax+B -
P'l:l(t‘: € =0Q: -5 = -6B+C B= Y4
el £=0: 31T 36D -12C

I'"\ GL:- [:’:7_ -.-}

Dplt) = Yo+ et - Lt

o + /g g bk Ay h o0k
\

Pt' < 2}3 (- b potrehoval lzratunst Sewmns duwe  negmenky

Al
1/5



