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Naiv ney dgﬁh'g,%g‘ Nufa;)m‘ proces v fosw [0,%°) Z wednastw,
VW\(\'\;\\VBW\ pms*oru, (,S,X\ \Sa'-

(AY drviine (Xt,\te[olp\ .S\vi'c{)nih elementav na 1y tem vetJh‘\'ms\mv«
prostarw LQ_,'F,IP) o owedvostwi v (3, %), £ Xt Ll

alil ekvivalewywa

(D) slvdupni eloment X na (0, F P) 2 vedwstwi v

(& $®L°.°°\\l k\jﬂ‘ N3 Sm'w‘ mnozica  vseh preslikav [0,0)— S,
'SQLQM po je o-alghra na Sr'q'm\, genevivana 2 Wwogicdw
dolike §5:[0, 0\ — S, §(t\f=(.k, \c'jer je telo ) im Cex.

Sa

c r\/f’\/\/\/ E kvivalentno, x@r_u.t») je. Tuhi o -algekra,

eneriruna Z. mngEicowmi  oblike
' ;o) = BRec, . Sl e,
t (0,%0) k‘)ﬁf 8Q Lo.....'lzne- [.0\”) in (9,--|C\n € 3

Ekvivalenca med, (1) w (2) are prek .\clen’\-{Fi\cqc;\Se
X(w)&) = X (w).

Prek ka\ra\c’rer]mci)’: (1) lawko defimiramg porazdelitev
pracesa: To je verithrosina mera na (Sm'”‘, gl

Porazdelitev takega slvédyneas pracese e
enolitne dolglena. ¢ = vevje,’rvm‘rm'\
PLX{-,OECO R Xt“& C—n\ ., {;o.....{n = LQ| 00) | C.‘),...lc'he' f .

o v . 8,%0) _
Ce e S s¥evna n ‘3’-15. je feL 28,
s-alydos qevevivann 2 mnodicami  oblike {§:(0:°) S, Elt)=>(k,



porazdelitev Yalkean S‘sz*;\“esq procese, Pa jo ewalicno
dololena 3e = \levjc’modvn'l IP(Xt°=x°,..., XeaXn); o, .-, tnclow)

xol--'|X|\ € S

(as vshipa vV ynozice At Tai= Inf {telo,o0) X eAl.
+ip'\'c'.m ni merIIEV, sa) mnoBica,
fwre L) Talw) 2 T1= Jure L] Ve, Xer A}
=N X €AY

teloT)

> nesteven presek.

zahtevamo, do za veak we )
Ve\jn, da o preslikava X(w) odsekoma kongtuniva in 2

desne zvezna v diskretni topologiyi na S
S 4
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V.s-\-opni Cos) so Fuko mev[\ivil say J'e
{-Tf\ 2z 'Dg S n ixtﬁ A'g

telo,t)n0)

Ne @ezk na zveznost Ve‘““" TAZ TV X €A,
Pri 2veznosti 2 dewne veljn S&: TA>T & Vi« T. X €A.
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Povazdelitev s\vc'.'a;\negm proesa. na Shevni winogicy
S, Cloar Frektorie <0 zvezne = desne, je natunko dolotena
ze z verithnostmi PXey= %o, o) Xen=Xu): NEN| o €S,
ta,.. bneR, kier je Re(0,9) vraprey izbrana pavsed gasta
mngELa. .
Za PQ“Vben Te[0, %) je nawmrec "fedﬂl\

XT {Xc.vax-S: O M [ Xe=x\

h=1 te[T,T+7)aR

Dickvetni o Pry = P(Xna=y ‘Xn")(\_

)

v

Zvexni Cus Peylt) = \'\)(Xw:- 7\ X¢® x\

Zowtevawo Se vei:

)P(X'Lhﬂ =)f ‘ X Bg:qu . th=' Xn\ = Px.\,y (,’l'_m-'\ "‘LV\\

bfi. kﬁ \Se Lh-lr‘l"thz'"z to '\Y\ P(Xto-x.,,__.' X{.Mc— x“\ rd O
(:Q Ve,“a Zgum\'}e m \e Pl =x)>0, je tvdi :
»PUXe=y | Xo=x) = pey ()
Bl E18) = P(Xews=2 | Ko=) =P (Kigm 2)
-_Y%Px“x (xb "Y) “)X-'-x kX{,-n"'E‘ X+,=y\ I?xow(xt")’\ >0

“ 5 Py IXmx) P0es =2 oo, Xey)
Rl A0

:ygg Pryt) Rgls)
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Ce or ej prehodne veriehnosh sestovime v wadvike
P(t) = lpxote))yes, velja  Ploes) =PLIP(SY, bri ko je
P%=x)>Q 2za vse xeS.

Ce W praes 2 dewe zvezne trajeliorije,
Y \’ij@'\'m&'\'i P(K{.,ﬁ Xa, -, X-L“-—X“\ v vsaki od spremen ljivk
tietn 2 dewe zveenet 2o vsak we (L je nowred indikator
DKlw) 2w, Yenlud=g) 2 desne zvezen v viaki ol sprewmenljvk
botar. bw, viaho upom\o\'vno izrek. o Showinivani koweraenc,'l.
Posleditng, v ko jo PIa=x)>0, je Peylt)=P(Xg=y1Xe=x)

Z desne 2vezna v £ Za veuk Y.

M ne. steuni
mnozit § zm Cag [0,°) je dvuiima waatrik PlE)=L pyte)lies,
telo,), za katere veljn *

- VxyeS. Veeln o). prylt) 20

Vxes Vieln o) Lpele)=1,

‘Plo) = Ly, ti prylo) = Ax=y),

Yitiselo, ), Ple+s) = Pt) + P(s);

200 poljvhna Xy €3, ¢ £ pylt) 7 dewe zvezna

Definic!' (N

in N Aiskretni  mnogicr S"tunj s Fikswo =atetmo povardelitvio
535\'@“0\80‘-

‘Stevna, angzica S .. ;

‘Verjelwstni praster (£, F, P);

's\uc'.u.;\nc. bPYeW\QV\\Jiv\(C Xe, t€[0,%0) na (AF,P) in 2 vedmiw;
v (5,2%);

'po\@rupa Plt) = [px,,tkﬂx#s, te(0,90), matrik prehodnih
vedetnesti na S 2w Coy [0, ),



pri femer zahievawmg:

PKener ¥ 1 X250, K= ¥a) = Meny (Enaa-ta) 2 poljvbne
Xopee, Xn€ S In po\ivhv\c, Q¢tye--ttnstum, 2a kateve je.
PUXes=%0 ., Xeasw) >0

sz2on vsak wre () i p\'cs\i\:avo\ t— b(t(ur\ (9,00 — 5)
Oc)\s;\mmq konshnw 'ln ® de wWme zvezna.

L no hondnewt mderuly  lahky imamo konivay Yoik nezveenst

S\u‘c'.u'dvxi procey (Xf.)tqo,o,) no. stewni mwgdic
S, Cigar tmajektariie so odsekome konstumtne i 2 desne
zvezne, jo Markavska veriga Zun po\svupo (,P(t“{._e(o\,,\ natunko
tedoi, ko 2o W X X4 XA €S i kg ke, - tneR veljus
P(Xeo= 21eer Xpn=X o =P ( Kig= %) Prpxa (817 E0) Doy €276, " qtv“(.tn -tu-1),
pri Cemer je Re[0,90) vnapre izbvona ypovaad gosks winoiics,

[)efinic!' i

in N diskretni  mno=icr S\‘tmj s P\rﬁ)b“r'\m zaceinim g\'un;\em
5e.a\'c\v|ja30=

‘Srevne mngdica S

verjetwastni prastor (2, F)

"vertmosine were PexeS, na (L. F)

‘JF/1°- mev\sivc preslikave Xe: (L — S, teln, )

‘(2 dewe zvezna) PO\@upa P(t) = [_Px,y (£)) Xyes, é6£0.°°\|
pri lemer zahievawq, Ma\uia&m' proces Xe, te(0,9) pri vsaki
o VCr}’m'as*q\h mer Py dvori  markovsko veriga na S s
ch\nodn'\mi ver\'\v.+ms\'m( leth\, V\:)evm zocetno, pefa'%alali‘l'ev
prje dokiena s K (Xe=x) =1,

Velin prylt) = Pe(X=y).



Definicija’ , ki pripada  procesu Xe, telo,ed)
jo To=a(Xteoh)

N«:) bo Xg, t<[0,00) wmarkovska veviga 2o
po\@rupe pve\r\oi\n\h Ve.\rjc'l-v\os'\'i P(‘b\, te [0,00\' m Teln ).
Nug bo RedF: in P(R)>0. Pogo‘y\o na B je Yeddj proces
X'C'\'tf, te[o,oo)| SPQ+ markovsko Vc\f[&& Z0 f&-\-o \Oﬂ\arvpo.
(Vse v kantekat verig s Fikswo zaletns pomto\z\i’wi\}'o,\

Dokaz: Preveriti Je Treba
POfce =5, ooy Xerea™Xn1BY = P(Xprta=%0\B) pryylba-td - By, (b= b1-)
Pomnogima s P(B): (4)
P(1Xctio =%,... Krea= Xw) NB) = \?G(tﬂ,-x,\ l\B’)p&ﬁu,-a‘lmgﬂ!‘ (bn-tu).
Najpm\‘ pre\nerimo 2a Po.\,e.be.n primer B= 1)(53 g X229, Xs,.." sw.\:
0L So £--e{m & t
PLX&=2@|---. xim.gzw“ XC""&Q-' %> e X'C"i--lvm‘ )’v) -

” = “)(X!n" €9..., Xst in\ ' pxq‘y.. (.'L‘t -tq) .- Px*_q'x“( th"ku-q\
P(X.= 2 p 20,2, 31759 plh_‘h(sm-s.,-.}p%m(tm— S Pdbren) B, (ta-tn-d V4

Kej pa sploini BeFe? (#) jo ekvivalentna'

W\ ﬁ) (E) \ Xore ..., Xeeta® "r) =

= P(Xt*'ﬁg = XQ ' X ° xh-‘“x'\(eh-t“-q\ IPLB\ x Ttto” xﬁ)

. . . X LY LY Xt . XC4tn= %
VQYAQ:\'“O§-"“I meT) P LA e 14} P " S¢ UJO.W\Q.“'U\ no

v doqodkih B 1 Xgo = 2o, Xguz 2m]. Druding +en dogodiov e
zuprin 2 kowine preske. 1 Oewevira Fe. Po ewdlitnoshi
vevietnosh (Dywkinavi  lewi), se. wiovatr lewii viewadi za vee
ReFr. z
10 jawor Q25
Pomzcle\i-k;v markaovik e ve'?\&c. A A'l4 (4
7 :)e. Nnatomive dolocena Fe 2 2zacetno po\mwli"'\/f n
polayrupe prehocdvith  verjetwasti Plt) = [P*-Y(tnxyesl te‘fo.co).




Def'm'tci;oﬁ P f {t20] Xe# XO‘s e [o, o=].

V resnici Jo vedna ) >0Q, torej 3T>0Q. PL>%)>0. (e je RJ>T)>0,
fo, Ovredierom PO lastnosti Markoa pri B™ spet g niefny
x \ markquk« Veflao\ 2 IG+|MI prehwlmm

; 1: ve'ry.'\'ms"vm in zaletwng pomzddr}v"‘a x.

) > us proega skoka v wvovi verigi je enuk J-T

S\eo\' o (J T>7) = RKd>0).

Wx(~\>6-{l’:|53‘c\

I
Pld>a T)
Px (3> T)
Stedi (3> r+T)=R(3> o) B (I > 7).
Pe(324)= (R (3> 3)) men
IPc (3> ) = (P (3> 2))™ labke logurihwivems
Yte[n,o)a @ Puldot)= (R lisa) = Rls21)>0
Ker dt.. Tr— Ipx (~5’T) 7 o\esm ZVeINn (OSM\:hu \03'}n3\+ w0e+har|i),
move, 1o Vequh za ve CTe[0,00).
(juwmp rate) iz shunjar X

== ln (4> 1) € [o, »)

Ker o 420, 3T>0.P(L>2)>0.

anom\" So o\oktzul.'i
(ou pwe,so. 3‘:0\‘0\ \.)e, pri vso\ki mevi ‘P.( bO(kISJ'
pora‘aolel\'m e.kspohcw‘l'm badsi 5“""“'3 ao+vvo neskoncewn.

Ikﬂm“ff‘: (Jump ‘\‘mna'ﬂ'\'on pmpa’oi)i'h'eg
_ {W.J“”Lx,\ =) Ak)>0,
p""' Alx=y): Alx) =0.



Matrike, prehednih Vcridnos\"\ je stohaytitna
(Vor. By 20.Vx. £ 5y =) in velja

0, Ax)20,
Hm={

1; A=o.

Cv,e \'\% >\(:d>0, sta slv'éajm' sprean|'vki J in Xj

Joo Co
pri K neodvisny.

Teyew J&oo
Dokaz: B~ (X=y)=B (%,=) B
= o+l-T rj !
X n >
osimedricna Mﬁkierfw'tja neodvishoyti ' .
T J -

ﬁ’:’usv,xf,) =R 3T P (o)

NQ\" bo (th.(o,,) ) (Pedyes Markorska veri&q s po]an‘ao
prehodnih ve(je.i-nod-i P(+) = [p,.yktﬂxﬁs, Naj bo Alx)20. Pri wer

E«) ¢oo, X 2y J_& +eo\a\\ (Xht\ te [0. ‘o) maoar kqva\(a vgrisq 2 zaz'e-}m

porazdelitve § M ishimi prehodmimi verjetnostmi,

TDirpLova mera

Dokaz: Dov:olj bo 20 poljvbne  Qétot---ctn®S W ypuyneS dokawati
Xe=Y

T« )eoo , 5= - J
IP 70(“&.“%\"'-)(.!%..")’-\ - iPr m( Xeo=9 1 -+ :x*m‘)’-\)'

I

., y )Py v, b o) B s ltn-ta)

ATT
P" (b(‘t € [Ol T'-QL-"Xt =X f XJ = y xj-l-&0= yo 1-=) xdq-t“". Yh) =
= PK (Vtetol t'] Xt-, =X, Xy= Y) Pyly° u..\ P%]“ ‘.‘1_L°] e pY,H.Y“ (- th-q‘

NO\J bQ NeN“' X - —

P T en oy - e

P

T Jtty

oo
.é_q\?x[km.q, ca LT s X v = X k= Le 2, LT 2 e X oY i’;.’ kvekivaci ™
X1V A wme1 Y1 XNt metrdo =75, X 5. 2N + maa+dan =Y"\ o\(ire':'u ;:::9:

ot L 2¥lem v
= ?_ (Px,x ('L-”)) ) Px‘y (.1-- ‘P]J. L‘Eo\'pyo_71(‘£1"‘o)' . P‘/‘..,Y.. L-l;“--[-“.,,)

M=o



= g. P (k=09 LT-2") XN =%, k=lv- M., o1 lam: xk-l"”‘x,

K 2w ™) Prte Lbo) Py Leaa) Py Ly, (tn-dues) .
Vlimiti, ko gre N —> 29, zaradi deswe =zvezwesti prvi 1zrax
konwergira prati levi slvani, 2adnji Tzvaz pa preh deswi hani

zelewe  identitede. (To Je ic)\e&o\ c)\o\c.mzo\,)
Ila lalk N&(’.ﬂ\;‘ewnie brez ‘iokAEOV.
,E LW e e > do=Q 2318, ¢4, ... Caai skolay
.% LY ) . -
— ; Ha, He,... Casi bivans /zmdreewmj
—‘a'; : ' H... M\O\fna ‘\"W'\es

| i L 5 A0) Ala), e N¥eed) 50
-"‘&1 Jt \‘5 H

[P(H'l’r“' x-‘q- )f., | “= ““7Uv\| XJ“=-X“\
J ]

Ale) — N N
€ pxﬁ;fq e \P"“h&-" e ,-R—‘v-ﬂ."q

-

Ce deSinmme vieto crochno verign  Xot=Xo, Xa* Xy, 1 brd ko je
I, =, P oj  bo X.* X--4

Vcl\\« "Vlll - W)
— -— -A’M
PP Te | Koexa o, HnoTn, Knmw) = €™ By Pnes %o

S\ed\' da e XoyXa,-. markovika Veviga v Aickretnew,  Eogw, ki iwa
pri [Pxo zoZetno porasdelitev §,, . p0|e¢3 ‘\'eao\ Por SO pogajne na
)(4 =Xa,.- .Kh Xn Cosi Eudraevav\“o\ Ha,.- . Ha neddwiswi S “k"'Exp('\(x. 1\)
za k=12 n. Ob dogovorw, dorjo T ~Exp(0) &> P(T=09)=1,

Podk do\olenimi Pogoji, hpr. (e je &'\W\j kontne  wnogo, Velja:
Py ()

lim i = y\ 4 (%= _ YA Py >y

" vad, = &_ . ;=

ean . \ o gl - Mx) f—s P, R4
e
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Matriki Q =[a. ‘,3 xy Provims



Velo e° FEPlE) = PLOYQ = QP(4)
Ce |3 s*am’l kontno mnage, Je kar Plt)= BXP(tQ\.

Porazdelitev procesa je +orej enolitng dolotena 22 z zaletwo
pmramle\ihijo in  genevatorjew,



