5 MARKOVSKE VERIGE § PROSTIM
ZACETNIM STANSEM

2.1. Qsnovni_pojmi
De_ﬁv\_\c,ﬂ'g Casovng homogena warkoveko ver}cAo v dishvetnem

Cusw n na Stevai mnotidi  shaw
testav Uu X

+ Shevino, mnaticn S - mnozico stawy,

' merljiv prostor (.0.,3’)',

* na tewm merljiivem  proyrora, VCrS&%os#n& were,
px'\ xe§,,

. 3\:/ 9° mer\j'\vo preslikave. Xo Xy ... 1 0 —> 3
‘prehodne verjetmosti pey i X yeS, pri demer zahtevamg
Px‘yao Za VR XY ES in g:s?x'y =1 2Za wr X6&S.
*Slugajne  spremenljiviee XoXa ... pri vsaki od verjetnostnih
mer Px Tvorijo markovske verids mae § s prehadwimi
verighmagimi Pxy; XyeS 1 NRna zocetma  povaedalitey po
je dolotenan s Pe(Xo=x)=1.

|= o\oaike. 22 skdi, do. 20 vsako
stohuskiing matvike P e [04) ¥ b stajo. morkovska
veriga 3 prostim  zoletwim  Stanjem i prehodno
matrike P (X, %,... definiramo na Kanoncnew werljivem
prostorn (L, F):= (S, 380) P

\z= opazke 2.1 pa. sledi| da je poredelitev proces o
)(0|)<1‘--- Pri Px nataning dolotena, 2 X W plehodno
matrike P.



primer [k0d<ur'32v ankmi'/ p’m]oaoq"

Kockur ima na 2zafetku prewozenie velihosh aelN, Zel;
P et premaZenie b= o Dokler ima  premozenje
k €41, 6-1), stavi eno ento. Z verjetvostiy p
pridobi, = verghwstya A-p  pa Vzgubi eno ewato.
KolikSna, R veriehnast, o dobi Zelieno prematenie b’

To wmadelivamg 2 warkavsko ch:lﬂQ Nna S=='[0.'I.---.lo'1,

ki 30 (M_‘F\'V\irqu PYQh’\\d\!\L VQTJ‘CA'V\OSH? tho{r:gr:‘l'oie
po.q=4, Po,n =1 20. oktober 20LS

Peast =P 1 PP 2A k=120 k-1
Ti:= min LkeNg | Xa=k{ & N, v {0\

Wy := Ry (To o) = 2 we=0, wy=1
(‘A'-'-’l'...l')_‘._.'b-’l‘.

Wi = R(X0= 001) Ry (T, o0 Xymant) B, Ky=art) R(Ty 0 Xarard
R, Xaza 1)~ P Xezar) - Pasen

Wy = P P«(M a\i Xa=bh a\ ?(1’-\3 ﬂ'\"--\)(,*-af'\\
+ (1) B (Xoc® ali %=b ali -+ | Xq=a-1)

Po '\'Y(X\'"’V\' l"l‘ J'% P°3°j“° no, Ckocaodek {X,-u-v\’) al
ne c)\fa%ule,k ?_)(4-0‘-’\& proces  Xa, Xy, spd‘ war kove ko
Vtrigcx 2 ishwi \ore\f\oJ\nim'\ ve.ry.-‘rv\os\'m‘\ n zale¥wn g
psmz:\c\(*v&jo skoncentritang a+1 oziroma o-1.

To pa ye i proces X, ¥, Xp,... pri verjeYnoskwi mey:
P.m oz Wa-'\.



Iz enolitnashi  (opazka 21) pa sledi, da se Pogoan

loomtch,\i\'tv pracesa. Xy, Xy, - %leie 40N E)(.,-a-r’lk 0e.

EX—,'—‘«-'\“) (pvi [?a\ URwma bvctposod'm Pﬁra?.clq.\i’\'vso
\0\'0(350\ XO.X‘I\--- pry “’a-t‘l oz. Wa-1.

wh = p Pon(Xemh i Xamh, )t st e Xasb i)
=P H’(M‘l (Te< oo) * (4_\0\ POH (Te J‘QO] " Al
- ve o ctbtwu, vendur o v OTHAY
=P Waeq + (1-0)UWo 4 &%e\m ecel'je To §® \q‘n"!-‘: "T""‘g“"é\.")

A veknew  rapvtu

V i%OSi\) Y‘O\E.W\U.V\')c., 3¢ Umejimq na pe 4/1.

|
ng /]' \,J'A = 72 (U-"&-M -W-u"') T a1y, b-1
Wq-m -Wq = w-ﬂ.— lqu-q

Woill

- L ‘e L} a—
Wo, Wy, Wy ... §2 +°“3 aritwmetitng ?_dpore&Ag, DWaz

Na. vuinh® izvacun za  splesni p.
Podobno 2o verjetnod bankvata Ya= ul To <) dibim

T°=’l| Y‘b-.0| Vo~V = Vu=Ta.a. S\th\ Yo\-h;-bﬁ )
Opaiivm‘ dué‘z (o tW, =1 .

qu(Tq b oo) +I?Q(.Tb“°°) =

Vewo %, da je. \?q (Toz. ® n VT, < °°\ =0Q. Sled;
Wq(‘\'ok O qli Tp4 /\) =.

(k) = wlixy), =levha wotutie ,  Wuredimo idmfu'Filmj'o
= [rr(s,\l misa), ..., TT(s,..\]

|2 mourkovske Ve\r\'%& s pmsi-im ZzoZe i &\'uh'szm "
Vev'sﬁmd‘m. mere Tv na S dolimae s\v'wjm' proces



X.,)(,h.._ 7z Xovm, T priveewmemg vcvjd-ms*m

T RA) T 2w RA).

DV: 4o jo spet verphnostng wneraw  (mowenjave Vestweyu redo sebangi)

POYURAQ.\\"\ AV +‘€30\ p(Qccso\ pr. P“- ‘je e.v\o\i?.vm AO\oi'e.vw\
s TV \o'rch’.uxmwu \ferje\-v\esi'vm PK)’, 5“1 36 povazo!:.h*'w
prgm;q ‘pn PPK Ao\ocum z,e. z X n pY& QAV\\W\\
verithnostmi (opazka, 2.4).

Nﬂ3 bOAQ VQY}L‘&'V\OSJW\Q wmeye, IP;( n ‘p]]- podcme.
Taka ket Zqavyj. Co s A in ® dogadka; g 20 n

Pe(A) = &Wx(h\ za vse xeS, je dudi Pr(A) = g Rlv).

Dokaz: P (A) = Z mix) Pe(A) = Z g, Pe(p) = a\i‘“"\ P B)
=q B (9)\
Po& E%STV\J\W\\ poao\)m ‘)e XQ.X,.. prf ]PIT

prav Yakq markovs ke vensq in sieey s Fiksno =aletwo
pemm\ﬁv“g 1\_ 'm IS'\'\W\\ PYQhOA“\M\ \!CYSQ'\‘V\OS*W\\ pxo/,

Dokuz: IPKKX =X, Kaz%tq, ... Xusa X“") Pb@ Xayeny Xu=xa) |

= lawkg Euw\c.v“z.mq s T (lewma 3.2 7

Primer: vreme

1 v b

. ~ - —
pre™ (ons "To3 o2 o | (1o a)p
peie  P=aley a6 on| = (0107 P
dei 1, [oL 0> Q% | [0o0 2] P




05% 013 016 0wiT OM™L oM |
PZ= (03 Ohe Q1 PP [ovs omeg 43
03 033F 033y 035 Q331 QWY

—0"1-00586 0O 3711%5 0'1_7_&130.\-

0599603  §'371626 O 228 F64

PdO

V399604 O'3F162L1 0228770

Robne pavazdelitve T, 30 pri vsaki wmev:

lpn- enolitng  dolodene s p\’c\mdm watrike - Vf/\‘sou Tw=Tl P“
Provima Im

De‘Fihio'\Jw Porc&‘to\f-\i"'w ™ \Se, ali

za. waykovsko verigo s pros+t'vn zacetnim
5'\'!'.&\(\')6\0/\' Ce % 2 hnjo Upwarg vk pv’lracM ole
Indwtiyane povazdelitve . Ekviwlentwa e ye T™P < r*

OZ\oma, ce je T levi \a_s\'m\ ve_U'nr ma‘srl'k(. P
ZA laskno vredn@sy 1.

S'\'Q\/\\O A J.'“' e shoa \r\re.lkms'\"‘ vsake
matrike | 4y imo desni lagtni vektor 1= l_.,]

Primer: Ti*: [p,.". P.*, P':]

(weme)
TI'*(P"I) —.:o
03 9L 01
P-T = |0z -ov o1
R or= 5 o
|mawmo  sistem Treh enach —~> *

Pd'l‘___ t



Ce ie.\iwm, du 3e T veretvosina  wmaeva

PP 1 Pt D Pt 'f‘g
n*:i%‘{: % %]i[o'u Q331424 0‘17_85?4]

T—pOAo‘om vrstHeum watribe P‘m

oA | T
lm P =] T
n- o2 T

ZA vaako zaletwe  porsedehitey T

KQi—e, +0n\'\| oluJL O \raWn limrrP“= ™

h—>o?

det (P-T-)T) = det (P-1)T)

| Wova bt 1*1=1.

-03-2 0L oA
- Q'L -04-2 OQ'L
Q'L Q3 -05-A
- X Q.L Q.q
= _)\ =04-) (WY §
—A 93y -0G-)
1 o1 0O
= =AMl A -oyn o
1 o3 -05-)
1 Qo2 91
= =)Mo -ou\ 01
o oA -Q'6-)
— "/\ =

{

(A0 - Q"\"l



= =A(x40'5) (A+03)
>\1T‘0| Ay = ‘0'5| Ay Q' F

Lostne vredmoski  matrike P: 1, Q5 03

N(Lj h%b"‘\ ’U_q_ ) 4EN \QVo\ \o.:;“'vw\ V&ksﬁarjq 2 ld\d"’\l
VrednoshH A+ in At

V:': L]V\ (M-1.|4r3\
Z& veale '\re\/l J‘e Spe.-l- *U'pe\/ n ve,\J'q
larPl) £ Q"5 llam!

Pﬂ)\e{j Yean pa zan vsale arel V*&‘jca r1=0Q.
Vewo: P1= 1

21740, P1= 05014 = 1;1=0.
Poddang 43,4=0 = Varev. arl=n

ée J'Q m \!crje’rv\as\m\ pqmtcle.\ﬂ-ev na. $= 11,3,
0\)6*“;30»*!& tak Qe w tae veV, da f T=oT + 4

Tl= a®1 +v1

p e g s g W

1 1 o)
=2 a=0, T = M*+0

TP = m*P" + o P"
=w* +a P"
v P £ Q'S )jar)
Tovcs J'e. b TP" = 1T,

n— oo

Takewmu o\omaéhn')v \amvimo



v YW W A, M W
L 0 4/1 4/1 ) i Q 4/2. - 4/1—

1 1 -
‘%quzo AR «~'—‘ip%”"-0 4@
}(Pn/"*"/qpf""zf‘;‘-ﬁ 2

=) ) p_j:‘-._._ r)‘P‘b* —:.) n—* = [0 2/3 4/3‘]

Dejs%cl da je P20, )2 pos\eclfc.cx stanja 1:

P, (Tq+ = 00) = P,, (m'w\ \_h-'\.m,a,.-.,' )(“-_q)=<>o)
b FP’I (Xa# 1 7o vie w=123,..) > Q

Vsaka markovsha Vcr‘laa\ na  kenoni mnizla
5‘\1\\{\') ma b\ud\OY\CLW\Q pg{atM(—\-c\/. Dokoz po izreky B.4g.

Vemo™ 1 je lastna  Vrednost prehadne watvike P,
+er~:3 Qo stuyu levi lastwi  velckar, Qbs‘}uja\ b T* du je
-n'* p = .n-*.

Ce fo M1 #0, lahka ™ izbergmo Yebo, dhat by =1,
Ni pa redems, da S0 v \L'avnpomvr\'e_ m-Hvadu vektorjo
nev\c;ad\“ﬁ\lm'. (To Zelims dokaznt)

Ve madvriko = mvuﬂmjr Wh g
kompanentowi ima, Yako vealny \astno  vredwost v, da 2«
pﬁrjubho \kS'\-v\o waednast A V’ef\\"u \)\) <



NaJ\u\'AL za laghmy Vrednost T fobs\u\‘\m lasimi  vehdor =

hQ\\eﬁwHVhim\' ILovnpf)mv\Swm'\.
Dokaz QpVSEqmo_ zsﬂm}z boma dolrzali = Veffd&*‘ms'l‘wimi

medomi .

Primer: enostuvai slvagni sprehod  na §:= A

|
ph.,U"‘= Pk..l.-'\ = V2

Z TPy = T
mte 4 (W T,

Stevila ¥ :\cz | -\-qn.] %qrij'q ot et Cna E“PM""’SQ'
Cye/ i'&\\'mo, AKBL TTS*’O ZA VR 3&2‘, vnomd‘q biti wa
stila T8 engla. Nikali = ne &e'é’r%'o v 1.

D |nvariantna Pavazdalitev ne Q\osh\_\'q,

na P lahko lZXaliamg  ZA Witevi Woli  wryhichi
vellbor 2 Wedwistw, v [O‘ 00],

"patplosenay”

Ma*vi\m P M'h"l‘]"\ opem“rqr Na W\V\o"e'_'lc( Poii‘“vni\n mey
na S

TH—— 1P
Vsa\ pozifivwr wari by prireding indvcvane. ymere
e \- . ol
Ma= TP" POZI']‘\VW\ MRy T Je ) ( m;?ﬁamm: )

Ce, ye ¥ P=m*%
Enostumy -5\”50‘:)\:\.{ SV"Q\'\OA ma varianine  wave 'ﬂ*(k)=q
2o W b, kv e ae (0,o7] Filesen.



Od\ zmr)msic: 22. oktqber 2015

T vrsdioni veltor = (Vtvgdmhq\ wmery, N N

mp = pomzrk\i-\cv sl spem. Xa pri verj. meri P
0Z. pri Ko~ Tr (0\90\'1‘.’\:& 3.4
&zlo-n140-q)

&P = pomzcka-\i‘\'ev shzajne spr. Xa pri P

Kaj pa pomeni Ph?  Phst

Th Ustrera pYiauanuni vredngsti E—[h (X“, ky.v
X~T. h preiekvsna FUY\\(UA'O«.

Ph je stelpini vektor iz E, [\'\ \Xq)] Za vk mozwe XE S
&x P\'\ = IEth(X'l\] r\ axp h
(N

pricakvana  vrednost pri Px \

X
8x(Ph)



2.2, Krepka lastnost Markova

sledi iz izvelea 2.12
in posledice 3.3

NO\;\ ba*

‘Yo Xar vnarkovska Veriqa na mngiici S s prostim zacetim
gkmgew\ m pve\r\'\cln'\mi Vcrie.i'nsﬁmi Py

¥ VCT&R-\-V\QS‘\'M wera na S

* T oy wlav l\\u'vxjﬂ T4 Xo, ¥4y OZ. pv'lpodu\sq‘c'o iavav wg
i \EM:P Y, =« Fa 9.3:1_|...

"B=U1T=n\n Bn, Kier r BaeF,

P PO poazdelirev sL spvem. X1 glehe na B pri
Pre [s-\mso Qleclcmo, sl. sprew. Y, ks TN O\OQOd'w §T¢ oo}
&nake XT) (_31"\ 20Eena ha ...

pogo\jno A B je teduj Xy, Xyea,.. markoska veriga z

zatetvo porazdelitvipp £ In (stimi  Qrehodwmi vevpnostm
2o Poljvbna  mnoZico De (23)*™ velg:

P: [(.XT|XT-I'|'...) € D]: \PP [(Ko‘)('l.---) e—D—]

Dokaz: sledi iz ieveka 210 w posledice 2.3,

PlXeD) Ntk ELhx)) R,,mo\.- bi vewlua v
0 SYVivg e(:::;uhvd.f\q bolj 'F‘el"“ bl"\') O\E &V\\ Q'}J)Jl \

y Stendardna maS(V\er\ia\""
14 xe)

Plxed) = E [o(X1], ki o A0 = Alcen)e 557 %2

2 Upov&\'oo \I.VKQ\'V\O)"'I' POSYJ‘Ongw - '\V\Jllm"‘ord{v A4 ev\:d'qwe
Funkdie

— enotuvne & e*epni'ias'l'Q



+emr'\'y.\ mere
2 UpOVa\of.) izveka o vnfono‘\'on'\/ leom bimiram l(.QhV‘E\ral.noi

posp\oéiw\o ho zelem  vazyed Fumkc.ij h.

Ce [ FP“_(A\ = és i) Pre(A), tvdi za po\\'\vbno

OMe\end .s\vEn.;\m sprewentyivie Y Ve,\;\ox

En) = ZnWEL ).
Med\ c)\rus'\m e mPh= En[h (X'\\]-

Pod predpostovkami izreln 3.8 za poljvbuna
oweno in  (25)*/BUR) -merljva Funkeipp W velj

zveza EE [h (XTl X‘l‘-ﬂ.“'ﬂ = E? [h (Xo‘)('\r")-l

Dokaz’ |, S¥ewdor wu‘s"mevijo\” Teorije ymere.

Ce e viley T see d\osoclki oblike.
90{T= n') N ?)m lejer & Ban Sfm -\-‘vorijo o -algekro. (bv)

V splotnew pa 4o veljn 2 dogodke Qblike
ULT=naB,, kier it BneF,, 2a T po lahbo

“e"gUlv‘
veamemo poljvhng e -algebra, ki vsebye we &,

| Ce je T=90, ni =upriosti zu komplewente v 4. primeva] .

Defin i(,i;u'- Za \mcr\\')iv \oros‘\‘or (ﬂ,?ﬁ‘")l ‘F‘nHrw.'uys (\R\new‘
na (.ﬂ_‘&") n (ot U&;\uvﬁum\\'a T 3‘-2(&& na Yo 'FiHvOL'U'O
QTNAlwmg = d‘-algv.'om do%’adhv ablike

U {T'\""‘S N Bn ,

neN,v | v}

kier & BuedFn = v neNy w B e F



Ce T konstanten (T=n < 0 se detwmiciyi
Usemcr\‘o\.
T s W*uv\ianiu

S = {f\ea! | ¥neNq . An iT{“\é@-'ﬂl)
= {Ae@ | ¥nely . An {Ten €Tk

DQkoft’- CC ;\Q A=U {T ':V\\ ’\%\n I SQ

NENgy ) 02))

AaiT= v\13 B T 68, S
G(? M\ Cas kA%ﬂjcmSM
i

[a)

Ce, 2o R NENg velu An %T'—V\Re S:nl luhka pastwimg
Bz A tT=nY, Bo:= A\ U &,.

= {T: 003
Nadahe je: A LT enly= ».U (éﬁ?‘l—;‘iﬂ
€F. «Fn
AniT=nY < (A i T\ (AN {Ten1Y) .
— —
'é}'“e EFn-1CTFn 2o w2,
= BeF. B N0

Ce [C (_@h) nens Noravna € \+mb'\jo\ 2
s\um;\m proces Xo,Xa.. 2 vrednostmi v wer ljivew
prosYorw (S, 3) in T Eay vstovlanja 2z to Friltracys
Or. Proces, \e S\anjhu .spYemen\jivlm

Xrj T<=0

X%
kovrlo)i F/2 merljiveqn’  sicer

3:1'/ £ werljiva .



Dokoz: Za viek C&F worawa Aohezati, o je.
i X%e Y = Jure 1| X* (w) e Y=l "(C) €F (7))
E kvivalentne | {X* &CJ) cF n {X‘QC ,T‘-V\\ €F, 2= we

ne No.
Za vt MENa \o Fa Fn

L)(*&Cl T’-ng - {Xne(;, T"-'-n\ &F, < F
NaAu\je ©
ix*ec, Trole

L,?h,.v Vz\\/
F 3

{x¢ecl=U IX"ec T=nye¥

NeNgvi)
L#. oktoher 1026

Iz frdidve 3.13 sled;

POA pftApo&‘l'osv\\qm'\ lereka 3.8 2a  Vsakg omtéeno
in (l"\w'/fb\m‘merb'wo funkeijo W in vaak Be Ty, za

Aprememba

kw\-engso\ 3" P(E))"O, V'e\jo\ ZVeR ok 3.1
B
Er[h(Xr, Xer,--))= Ep [mn.x,,...)}&,
kpr je & pomzdeliter shvi. sprem. Xr pvi ¥p.

&'F'\V\'y.}\& e Ckotﬁ«ke\& B s P(B)DO 1S 5luaujno WWV\.‘J-\VI(O
X = [E“)(\) L o0 dQ'F\V\.\\‘GSMQ'-
°EE’(X\3 = pricalovana  Vrednost s\ur.u\'\v\e. bp‘rc.mn\yvkg X pvi P°

' ELX 4]
E(X\B\-—W

Bri ko je E(XN oo, o fvdi EP(|x)) ¢ in
veljn, E®(X) = E(X|B).



Dokez: , stomdowdna maginerija"; Navehime le 4. kamak,
X=An  EP(X)=E® (44 =PE(A)=R(A] B)

121 Aa, An
E(x|B)= E(p&\ ) E((P?l’? ) PI%(B\B] = P(AnR)

N«M\Se_vm')e.  domala vajo.

I)_Q‘F\'h'\(.ia't_xi Na:\ ba X TF/BR) - wer hi'vu slv Eajno\ Spvemenivky
Z E(\X\\ 4D Zp J-a\%t\)vq W 0\1¥\K\va$mq IE(K‘%) kot
8 /DOR) -werljvg S\Ui'aym sprementjivke & 2 lashnastio,
da 2o vemk dagodel Be R velj '-ET_Z'IQ‘- E{X1a).
.S\v'c',o.\\i\{ s‘o‘rcmv\\jivl\i rd pmvimo

.s\detS\r\L _spﬂmn\jivke. X %\PAXL na .

PosQ;‘T\u Pricekavava Vrednost 2 d& e Skova J
natonona doloizna * Ce st 24 in 2, Pog )i Priceakovan;
Vredwst .s\w',oijm spremenljivhe X 3\;0\1_ na th, velp PlEezg)=a:
Postuvime Bai= 2,52, By= 2122 (DV).

= ’ wei Chvivglendng ved
~ Z=E(x] Je v rewiy  Qlviwg, W vagveol,
2= M\ gre 2w Zlovbg notacye

3 J& X 2e 'M/S‘o(li%\—me.r\j{w\, (X=X

Ce je. PN O'-m\az\om | %er'\vaw\q Fn revng ka\'i(.\'jo
(Hk\keg prostova 0, tj. druEma  vieh mosnih wy mnotic Hp,
n 2 S\VEO\;\M\ sprewwn\j(vlcq| VQ.\S& E
(4‘ Z :\‘U M\./ \YDW\\ "mer'\j\'vu<=3 ZS& noy veslw d\q«lku H‘L
konstowna,
()2 = E (X \H) &z :30 ‘}&/5’;(\&\ merdjvo. v o vsakem dosodh«.
Hk. -SP(H;‘,\’Q enalu Eb(\Hk\



Dokez : DV.

RN

v - L /
Hya H. B,y Hq..._n_

Zo. =19, 0\ jo EXIW) =E(X).

Pod po oji izveka 2.€ 2o wako
QW\B'\SCV\Q " (7.5)“,‘/ 33(\1\- Me.vr‘lx\vo ‘?\m\ubijh h: S”° — R ha
dododku L T4 velja:
Err [h(X'N Xra4y-.. ‘ %’T.] = EXT [h kx"'x"""\-]'

Glede m']"g.,&;, 0 XTu XT+1,... neddhnivane. o h"“"’\
bi movanli \'\(X-\-,XT...»],_..\ Zamcquh' S .s\l,Lajho spremuh',-vho
Y, Ki e na dogodn {T4 ) yewma s hUG, K, ).

Priv Exe Lh(Xe, X0, Y] Gre za dve loten maifesh
5\vi«3v\esq proce w) Xoy X4...
%

W= fEy ) Lhe, x4 ;---ﬂ
= Pl Xalor ) Ay o)

Navk: imamo dve Omc,si.

Padoben primer od prey : Fx(x) = P (X <x)

Novk: pri zlovaki wnotaly Fqu %]P(sz\ - 4
morems it previde W B lwl) = PlLwt ) X ) € Xt )



Dokaz izveka 3.20: Spomn'\m e lzreka 210
[En- [‘f\lxr,Xr-m....)l Qﬂi} = Er D\(Kq‘)(q\...ﬂ,
] F, Bs LTees

A
g0 Exlh e %14y, ) 40 )
> s-\vqso yledany’ Y od Q'fei

Zo poljvoms  omervo  slviajng  spremealjvkg W vela:
Es(w) = ZEWE(W) = 2 Br'lXr =x) B ()

= o | Ex (0]

25 A

T Mle) Ew[ExTW/\ ' ’19_:]

Sledi, dun 2w poljvben Be & s BIB>0  velja:
ey Er [0 ) o] ~ paBel Ealhbon,-Me |

3.3 Dosedljivest &‘}““l
Papravek. Terminokagyife -

Definicija: Coy zodeti A

Ta:= min {n=042- | Xne Al

: p&“ F = man U\M.’L,a\ wo| Xa 6A1] ,

Tud TAN SQ. Cay vsiuv \;\anlau
n -
PTAM == LXahA | XA ) Xaa €A Xe A,

C’C Sb X¢A| 5@. Px('T“‘ :TA) 2 |

1)

~. ... — )
D&JM T'J'"T{'s'n T‘AL "T{'ai




Dehivciior shije y vz stanja x je-
fw.r:: PY(,T““\C, 00) = Py ()(1':}/ ali Xz ali )

-S\‘QV\BQ. Y ‘\e. I2 s*uv\;\o\ X, ce a,_ S#.y" 0.
PYSQW\Q J X=X wn V\v'\\m Yes
Za poljvlne  dogodie AyAq,.. velju:
PLUAY >0 < 3nen. PIAY) >0
Torey je x—>y & 3neN. Px(Xa=y) >0

Ce jg X —>y in y—>2, je di x—>z

Dokaz: Obstayn tak meN, duje Px (Xm=y) > O, in dah
Nel| do jo PplXaz2)>0. Sy l’lar(mva. (ieveh 3.8)

Po &- H’;( ()(thw\ ) Am= 7) =P kx“ ?‘)

D P (Xmm=2) 2 Belxn=7, x..m\—-z\ = P =Y R Xu=2) > O.
P = [BeXm=r))y, P pt

Seit P Ken=2) = Zﬁlxb(u—')/\ P, (Xa=2)

DQE} ;g S‘\'O.V\Sz X 52. (wt\a\ "rro.n.s(gv\lr)l Ce. &Q P""‘<4'
(ang). vewrrent) , Te d& Sxx= .

imer: . 2 3
1, e n
p=+ % n /Kl
2 AUy A1 N—0 % S

S"'OMSQ. d \'52 min\:s'wo, Sy S'?- Fan= Y,
S‘\m\&i 2 ind sk POVry \j\i: v,



fan ” % ! %35'1 )S = §.=1
$32.= Mt it D Jp =4
Podobng 2 3,5,

ij ba X—>y, b§. S&y)>0. Ceye [y
jo stowie % winljive,

. ‘ ° e

nelN

4

L el

hwia pot

3. novewoer 2025
T 4o bi glo, Vendar bomo naredily drugace (dokoz kunsneye)

(4rAitev 3.29)

Neenakost Py (X.\‘-)" >0 velja natunko tedaj, ko
obs']'ajq Toka vcri%q s-\uun') X22o, La, g,y 2wy, du je
Pz“\ >0 za vse k=11,. N TQY€3 Je_ X —%¢ ncx’rquo
‘\‘falus, keadanr obyluje fuksen N im Yok x=24,24,.., =y,
de e Pp 2,20 2Za v k=1Zin

DO\(UL% IP;( (X“"Y) 2 Pioz-lp;&,_ . z..q%“) kszr Jc 9= X "

AperyBmr - 6y
€n ‘-y

Vootn na desw e vetja oA Q natenko tedy, ko obslijaje

+°-\(l Z.'“ ,En-ﬂ J‘lﬁ ) ph-«‘\. [UN VIR k‘ 4! an.
Dragj del sledi iz qpazke .23

x =2y & AnelN. Py (Xaz=y) 20
1}‘0\1{3

Pc(3neM. X, >y)>0




2

S, Xy = Px,y T ‘é"?’px‘! S’E,y ’ { x

. %
Dokaz: Sy = P ( DXy v {Xay§u k

= “)x b(q':)’} * a%‘PxUXFI}M(Vf?”)V {x3=y5u°")
=P (Xa=y) + aé‘/“) (Xa=2) H’x(‘l&vﬁvvf)")"‘“lef\
w,iﬁi\m

SPey T 2. pez R (bteydv ] myu---)

ity T lashmest Markova

Definicia: Stany e R
Sxy 51" pisemo -
Y4 P ’L ¥ a-*m\cl;.rc\vm Olhak‘l

s’mv()b X (R +o‘re5 povra b{vo & y —» X.

Ce e X —»2, y#2 In Py >0, \ tudi

y —> &,
< ? &
Dokat: Po deditvi %.27F e e
v,z = Pxz *+ é_Px.wfur,z.
ot
A =Px2 "'w'%—npx.ur

D Bz T2 P (17 Fure)
n

W, wez
0

ToYe.s VR WEZR ve.\"\a Px,urm'fur,z) =0Q.

Key 3¢ Pey>0 in yze, Miva biti 1-§r2 =0, t.j Sye=1.



X —»Z2 X —y, y*2 ?{y —»z
2

prablem

Y
Ce e X povrn\jim m X—>y, \je, y X

okaz: Po trditvi 226 obstupn Yaka verigqa (y
S'\'UW\"‘ X2y Zn,.., 2= Y, e Se. P2 >0 2% X
vse k=1,2,3,...,n. Privzamewms lahka, da S0 2, 2z,,.., g VM
rozlitni od x. |2 prefinie trditve = indvkcijy  cobimo,  da
Je w—>x za v k=0,1,...n. 2
(Ek_»xl B 241, B ¥FX =D ZL*\-‘lHDX)

Y

Ve[jo\=Trdi+ev 329 & lema 315, +0re:) smo chokazali lemg 3.25.

[gf'micia"g,: Zon k=4,1,... rekwzivny definiramg

mnozite AeS g Prdpi;qm:
min {h=Tf\+4,T&\+L,,_,| XA\ TA"‘«oo
) { o F TR w0
k;\d‘ :\2, TAN 2¢ CLCF.W\'\'(&V\. J'g.-
=] {n=1,2,3,... | Xa¢A})
= MO {k= AL, Tf\ < Qog

= g AL (T < o)

Ce :)6 N(.A\= 0 ) Aobimg TAML TA“'\ SEERS I je-
N(f\\ 400' P dobima TA«\<TA(1] ""‘T}\NN\ coo:TAWWM] coe



Oz ratimo e T{f{] in = N({Y“
[T« = = {N(A) =k}

Spomnime se: iy (T)}q\ <o) = §,

— (k+4)

PX(T)}RH‘<°°) = H)x (T;’k\L @) ly < x}

(1)
(k+4)

Ty 4 00
=R (T <o) B, (T o)
Ce je to >0
T, <0 B vy k lesav 1, Za
= ?x.r' HDx ( katere ye Xy, = y)
krepka lasinast Markow

XT,;""Y —\\rz ¢ ﬁ) (3 vsaj K Casav 1, Za
xy ITy \katere, & Xa=y

= fat"y ‘Pf kTr&\4 W\

Med drusim je IT),(T (e “’ol - §y'7 [Px (TM‘ "O), +0Yej z 'mclufcc.ja
$4)
dobimg © Pl Ty <o) =g, 8

Dokomali swq:

IPxU_;(k\‘”) = ﬂ)x\N\f) 7—\&) = Sxy § :,: (za l<=4,7-.--.).

x Velju Px(N()=0) = 1-8y n nodalie;
#C(’a\.‘&: s-\'anje. Y m'lnt‘ivo ali f,¢|7=0| ;\Q.-'
RINGY = k) = PeNLy) 2 k) - BNy > k1)
=8xy Sy, (’l-f,,\ C k=2,
(0‘0 Ckosovoru. Q = ’\)
Veljn % (N(y)==-]=0



X—>Y
%Ce je stmje y povrnljive in 8¢, >0, pa je RIN()=k)=0 =a

k=1,4,%,.., In P(N(y\=°°\'-fx,‘/.

Panovimg
Za s\vc.a.\\m 3p¥emenU\vLo N = vrulv\ost; v Nov {] velja

N = Zﬂ(N>k) i. LN =K).

4

E(N) 2 PINoK) = 2. P(N2K)

Eo[NA)] - ZP (Xn&A) = ZP o)

(i L1
Sy - o P (T2 00) = ® 8 S,y
_'L4 Pyy ! Y W\mhwy

EXLN(YYJ = 0O , g.w,y =0

@ Y pown\i\}m n Svy 20

TOTCJ' J.z bodisi EJ_N (ﬂ] <o hodisi IE((NU] = °"\ >0.

( qeo. Vrsr"o\s

*Ce Je S'}unje X miv\‘j\'vo, Je:
bt Re(NW=K) 20,5 (180 keotz,. 0724
porazdelrtev Wx (Nl’()"-w) =Q

Torej \‘\Q. N(x) +1 ~Geom(8yy) in Ex[Nb(\._\ﬂ\_?ﬁ.

* Ce = 3“'&?\3& X povraljiva | pa E P« (N(X\" °°) =1,

10. w 17. november 21029

EE‘FM]L‘;*'!: S'\'ah"\\' sta , ce vg,&s& x-_-y ali:
X=y in y —X

Pitewna®



To 5e ekviva levéna relacija.

Dgﬁvﬁci!‘q" E kvivalewtnim  roeredonw, ki s&k povrnt)xi re.lac.isq

pnvcmma-\-i : pmvfw\o

bﬂf_\n\u\s‘m Markaovglka verign e ;& g celobro

Mo s\'un'l nevwzcena,

20 vermzcepn; winozici AW B 5o nodledne
trhitve ekvivalentne :

V) AxeA. Ay eB. x —y
VA xeA Vyed x—>y
Y ¥xeA. Qyeh x—y
) ¥xe A . Vyeh. x—y
Ce fe Frditve veljain, pitemn

T re_,\ad\ff.\ ‘SQ -'rmnz'\*ivno..

e A\ .s*on'y. X povm\jwo M xX—>Y, Po{-em Je
X=RY, ¥y 72X, y pa g prav fake povraliivo,

Dokaz: lgjava Yy —»X sledi = ¥rdibve 324,

Davaly Je dekazati, da 1o 3-\-:4“33 Y fovrmnljive. U\aova.‘o'lh’ Yowmo
Qpazki .33 n DY

i Er [N = £ e aen) = £ R (T <
In
Sy wiwbjua

E’(LNKYB - {1-5” ;’ $xy =0

o ;¥ povnljiva m §,>Q

Dovel; jo torey dokazati, da ye Ex[N)=eo, saj iz fega sledi



poven\jivest . Vemq
ELLNGA] = 2 Pr(Xmex) = 00

Ker & X2, po Qpazki 223 obs'\u\'!m keN, Amd'f- \pxb(("f)"o.
Ta dve podatka nowm data

S %4 PK (xm" K\ ' FP;( (X\{‘ Y)

Markey ®
-1' é‘mx()(w\"‘ K\' Px(x'm-tk=7 | XW\:K\
= éﬂ‘px ()(m= X, Xm-\-k = Y)
4 éﬂfpx()(m-tk‘)’} < :% Px (Xaz=y) = Ex[N\r\]

DY je Povrr\\\')\'vo

V vsoki nerazcepni vwnodici so bodisi voa

-s’fa\f\;\a minljiva , bodisi vsa s-km;\a povraljiva.

De{'in'\c.'\!'u’ Mnozica Ac&S SQ H-wk.' l
), e 2 po\jb‘om XeEA {n }’}‘A VGH& '?K./ =0Q.

Le e A zaprin, xeA in y €A ne wmore lorki
x—sy. Torey 2o vse nelN velpn Py(k=zy| =0, kar pomen

Pi(XaeA) = 1. Nadalje je Pe( O LraeAY) = 4
nen .

Tarej lahko markevsko veriqy zozimo na A,

Dejt:'\v\ic.isg‘ Zo nerorcepni  ymoRid definivamo  re \N"‘S“ AR,
Ce je bodisi A=B bodisi A—B.



Tako definwana  relactio  predstaviin  delw
Urejenast, nemzcepna winsica poc g zopria © predstuvljo
moksimalni  element-

Ce A nevazcepni  nMozZic koncne mnggoe,
je vaay ena izmed njih zaptu,

Nevuzcepne wmngzice, ki niss zaprie, iwidjo
min\wa\ 5‘\'0\\(\\'\(&.

Dakae: Nas bo A nerarcepwa mnazica, ki ni ta?r\-u\. Tedqj
obs\'a\‘me takong XeA w yeA, du.é‘e. X—>Y. Potem pa
ne waove biti y=?x, zado je po lemi 325 shunje x wiwljiun,
Po podledicr 3.%0 s\ec\il Aa s0 Vsa &‘\v\r\\'\u winljivg . Z

Primer: Asimetricni shéaini spreied po 2:

Peasa=©  in pk.t,-‘l =1-9,
kjer a& 0¢ (0, M\ %), [2kaie se (VUSL\, da 80 Vsa S‘\'an:)u
mim\jiva, Ceprav jo celotna markovska verign newzc epna.

V Markovelki verial S koning MNoYo shonji je
VSC\:\ enq o hi(h pown\\\'\'vo.

Dokaz: Na§ bgy xe$ i nelN, V(.\Ja\ Yigs‘p;((xn’-)’) =1. TQ(Q‘:\
0 = l\i:q %\PX(X{:'Y‘ = é- é_ i- W,( (7(‘:7\

XeS Yei N=1
\-—-—\-‘_’
lLontnag

Sledi: 2 neka xy6S moren lirti .é.. Px(Xn=y) =22, kar po.
\e Tawng: ENG] =
= Po opazki BB% wova bik S‘U\V\SB y pcvrn\j'\va.

Lanina



Koncna nerazeepro. wmingia je zaprta natako
tedai, ko s0 npna chawp povenljiva,

L. kon§+ru\<c\'\\;u\ nvavioninh _ mey

Inducivane meve:  Ma= /Lp“ oZiroma /&nly\—-z—s /le\'ﬁx(xn'*y)-

&Fmiciép' Mera M na (S, ’Ds) §e za. markovsko

verige 5 prehodwei  verjetnostmi p,y xyeS, Te je-
W) 2PNy 2a e yes.

Slacwonorma ali imvoriantine,  porazdelitey je mvariantao
Ver'\c\-m:s"mq meéva.

Ddiﬁ"’ﬁf‘: 2o warkovks Verigo s prehodnimi verjejfmﬂwni Pey
n i2orong b'\'un} xeS defimvomg wmero /A.: po predpisw-‘

Lz /u\x.,-/ﬂ

né__/ll(xn-y,nsTx )
o =4

= 2 B(Xazy, T¢ 2 n)

Nz
«©

= 'é‘?i{)(‘l-ﬁ X|---|Xn.-1* K, Xh:'\/)

VQ\JQ /4-;(()(\ Fex 1+ (1-840) 0 = S
s a2 7om

Q, Ne vmewmae $2 v X



Ce je s’ruvxje. X povealjive, velja ki

1| |

W= B L2, Mlkarsi] = 2Rl T )

Dokyz: Pri mEunavx\'\u, MEly) Opuzviemo dogodkz qblike
+o ggos-\'evumo v Ao,ﬁmq\‘, /u,x
X oraieae X
—_—

1o vpostevamo pri teditvi

Oglejwmo si dogedka iXe=y\ in {TW¢e0, Xrm=yY. 24 ywx
st to closﬁclku Y\emoao"c.o., A y=X po skomj 3o'|'ov0\.

Ce 2 S\omse. X povm\j\'vu | e wera 4 variavina.

DQ\<_&T:‘ R":E-WW\D : u\duw\ rik
S MGy) Py 2 =7 é- Be(Xazy, T >0) 2

YeS ' Ye\ Nnz=a
'?_ yé “)X(Xh )’, ’V\\ Prie= ¥
Q Y& &?“

Ce & PlTM>n)>0, je po loshnesti Markava:
vis ’Px(Xn’Y.T::“ > ) Prz = éP,((X“=Y,T:\>n\'ﬁ’xlxm,=z\X..=7, xm>“\

= 2 ReXnzy TE> 0, X 2)

YeS

= Px \.Txm> Ny X = 2
TQ enakost Ve.!y& +UAI’ Ce 36 \?x(\léﬂ>ﬂ) lobe sheuni st Q).
Vshwimo v (&:
(’('\ = ZWXKT‘( ] N+, A= E\ i[?xm“‘%n. Xv\=%)= /L*x(?-\. Z

n=0o n=Aa



lz tega izreka (344) in trdive D4E pa dedi izvek b
Vasaka wayrkwska veriga na. konini minedici stan) ima
stacionarne poroao\e \itev.

Dpomba: Viemeljiti ohstoja leveqa lastnegn veldorjo za A=1 wi
b problem. Prablem Jo pokamti V\em&q’l—iw\oﬁ V\Besw\\n kompanert.

Ce Je M* imvarioni e wiera, VQ\&(L'-
VMK = 20, Pry >0 D WA= @
VW) =0, P, 20 S KE(y)=0
Y Ce & A nerazcepna winodica, el ena od nasedwyih
moznosti: - Y xeA MRE(R) =0
'V xeA. ME(x) =<0
* ¥xeA pmA(x) €(0, =)

A Nay bo x poveljva in  Mx prigaddjoca Wvarian tne,
mem. (e jo Xy, je D4 uxly)e o, sicer pa jo M5 (y)=0.
Qpﬂ\m\agf Ce \')Q. X Wi pOVrn\jfvg y\uv“'e‘ ](QV\S'\YU\(L'\;\O\ e dz'uje , OGwpak
ne Jobima jnvariowtwe  yvere .

Dakaz: Ce R Xy, rezvlfat dledi i= opazke 2.50. Ce
X ey, pe Trdihvi 398 ne ware BiK x —y, soj je
X pwraljwa Potem sled; fxi(y\=0,

Dokaz izreke 3.6: Po trdihvi 2.45 je vy ewo Shani pownljivg,
naj bo o x. (& R X &3y, je ME(y) &l0,9), sicer pa je
Me(y)=0. Ker je S Konina, wneva oiti O <,f§f“:(7\ o0 Potewm

pa e "
X L =
T (=) M% e

1skona stmcionarng ptamzde,\ik.v, %



YY) = 2 “Z‘kax"\"?’ T 2 n)
Yes Yey h=a
= 2% PulXamy, T 20)

= Z Wx( m’ V'\)
-Ehﬂ

heﬂ'n‘;r.\'agi Stave X §e , Ce je EX[T;“] tor
ZA s*u\nje., ki 60. povrn\jivo z= By [_T,g“‘] =20, Provima Auje

Ce ¥& 5"0\!\3& X pozi Fwno povm\j'\vo, obﬂ‘ad(k

cradianarmo  porcedelitey T za katers e
Tr*(x = 0 pa \e Yotowa
)= :1E [ m\l' +m:5q\\2:-:::\

(iz opozke B.4F vewo, da jo ME(x) = S =1

2.5 Cosavni obrar markavike Veriae

Na& bo X, %a,... markwska veriga S fikene 2atetng pomzcldi'}vgq_
kdui lahko reteme, da je tvdi SluCajni  vektor (Xi Xaa,..., Xo)
del neke markovske verigel

M“.SQSY\QW\?SEO\ mavrkowska lastnest -
P(')(km-x'“'"l X"x" Y Xa gy R = xk\ ﬁ) xkq'xu‘l\xu Ku) pu -

X Yien

Mi opazdema le Ease k=04,...n. Obynima Cas) Racimaymo:

IP()‘(_,‘ \ XL’-k . Xu> Xv\\ = lP([;)(;:x;:'::“::'?




Uk-1) (k-4,k) (k41 -1
= T‘- (xk-‘i\.PXn.-l.’tk y /' %;:

k, Xeea

o) B2, 0,
vpelyemo rabms )
pnva'?_l)\e,\ﬂ-w - Tr(k 1‘()(k_,‘\. (-4, ¥\
T = P(Xu=x) T e

Qbrat ava o\r\rqn'au markovsko lastwmsh v

m’scasmvmjéem smiglv: @ o imo. Zaporedie  Xo,.-, Xa
(wiktq) |

lP(.xl"‘\-'Xu_-M I Xq=xq|...‘ xl:xﬁ.\ = PXK|XLW\ J |<‘=0,’l,...,ﬂ-'l|
Jo iman Tudi zaporedie  Xa, Kaea, .. X'
p(x“'ﬁxﬂ \ SO xn""xﬂ\ = PXT‘:;:‘I
kier ie
J u‘l'-"“ — “u.“ (x) (k"l.\‘\ .
Y.x ™ () Py k=10,

PR ) . < . . »*
)

finidin' Markovski veriai 2 nvariantne  mero e, 2o
|<°'\\‘E(o & Oepr(x) <00 (kg mX e in
nikjer nicelna), detinivamo prehodne vergdvosh za Qornjen
'I'Qk ECLSQ: < v

= ) pomis)i na
M Py (‘P\A\B\: %&%W\bm\\

To so rey prehadine vereimsh :
1

2?’)’,;( = W i,L*(K\P‘yE/:"_M/‘JV\ =/|.

Xxed e _
/u* ivariantna

Ce o mkjper niela in po Yotkah kandne, meva
/lk"‘ mavciantna 2o markevgko Verisq Z delodeviimi prchOdn'\mi
vergtnostmi, §& mvoriantna  thi  za warkesko verigo
S pripoc)\ai&'\m( Cosavny  okvinjenimi - prehadvimi verjdms\'mi'-



2 ) Bra = yzesw) i e Al
M& fnvariantno
Cosovni obvat pre.\r\ocln'lh vcr\seﬁ-ms{-. Je Lam
«ebi inverzen

N M oA K o
By = ME(x) PY.x Mrx) M) Pey = Pry

Ce e Ko, Xa,.-  markovgka v erga & preho:\n'mi
VCW—“‘Y\QS(‘M\ Pry ter nikjer witelno stocionarnd  porazdditiio
T—x Qo,xu - P markovs\co\ ve\r\ﬁm 5 Casovno Qhrmemrm
p\'e\r\odvnmu ve.qzhmﬁm; Py x P verjo.\‘ms\'mh wierah Byre
W\ m]'pt V(,\JO\

F enaleo pansedsljena
AT N
()(0,)(4, X \ = XY\\ Xo-a) .- X’l\

: SlvZayni proces XoXap-. yo
(Onrﬁleskq revcrs\b\e,\ ce o vsak nenN Vel\\q
(XV\ )(V\ “1-- \ (Xde, Xn\

Ty Qbraljiv proces je m@no stacionaven
E%QYT\}\ anoJ nam  newyed da V'ﬂeIN Xo = Xn

Markovska veriga s prehadaimi verjehmstwi g,
in nikgr niteno  stoclanarna  parazdelidvije  1T* ye pri Pre
C&SQVV\O Oan\J\vq na\,'\'cmko -\-ulqu ko 24 pohu‘om. Xy (2 \Iequ

T Py =T ) Py,x - lizhafa 1 Pry® T—'L*L—/ﬁ\oxv)

|Y\"‘U'\bié'a\ S pre.kladm\iem \oeskoﬁ Med vsakimo &’mnjemo\ X, ¥
Velja * Kolikar peska qre iz X v y,  qve Yudi v druao swmev.
L To pyasni imo pajma iz nasledwe cle.f'l'nic.'“'e.



De.ﬂnit,ia'ui Mar K oveka Veriga & prehadininmi Ver\(e‘\'ms"l'mi R,y in
mera (M o S st v (onqlesko: detuiled
bd\lbl\l\(.&}, E?. ZA po\\'ylbna lees VQ.“Q. /ualX] Px,y _"/JH)/)P)’,)(.

Vsauka wmera, Ki ez dano warkovsko Verigo
v Todni jeravnavi; je 2owmjp tudi imvaranta;

2 MKPey = 2 Ay)py= M.

PYiMﬂ[: Vreme (isto kot do EA“\\‘

P~ 4 —
{40 %o %o
o e q
P= | 2 %0
| %/ >ho /g

Vemo Ze: T¥=[" "%s 845’} Je edina shudionwmna  povuzde\iey.
Prevcr‘\mol a\ je, v ki it{a\l{nvi "

T*(A)P=5 20~ 25

T*(2) 'Pana ® %%e%\i
Ta moarkeveka veriga ni v tolni izrawavi S Voo edina

sYacionavno pom%dz\i’rviSQl zata Tvdi ni v Yolni iBravinaw z
nobena Netrivialng mevo.

%,
Primec: Sluiajni sprehod, po Z: S=Z | Pru=0, Py = 1-0. Pofem
o pmF v -hc.m lzvavnavi & Yk e#. /M(k\ Q- /A"'(k'f'\\ (1-©) ozivoma
ME(k+a) = 42 Q/A' (k). Torej }L (& = C L,-g\ . (e (n, o),

To lanko omejme tvdi na kontno vnnoica Sp= € 0,4,.. b\
Prier = O 2 k=04, b1 kockarev
Pk,lg-q =1-0 2ZA k =’||...‘b bunlerat, k Qr‘

se igra ne. kmncm
Poo=1-9, Ppyp=0 v rbnih Slomjih



Mere JAF l definivane kot Zaog) S0 Se vedno v fowni izravnavi.
Pwozdelitev v Foini \'z_ra::mui N6 )
n*(k)"‘ie M_e). beaf g OF %
o , 9= "/z
Ta sWiupni proces  je Casvno Qurnljiv, Eeprav je lahko
asimefricen.

Do konco razdelka naji bo XoXa.. markovska verigo S
Preodnimi ver\Su\*mm‘m] Pey in  invariantna  mero M ki

jl PO Yotkah kanino in vil\ﬂe.v- nicelny °

A &"‘(x]
Py.x *= mEey Pxy

I\ N . < \¥4 .
Prav fako naj bo X Xa,... ,(H)x),“.s Casomna obrnjena
W\urk'avska\ ven‘ga\ %‘QIXQ N .If\W.lm\'hr\Q merqQ /4,".

Vﬁ\dd\, )?o-y je 2 pn'\me'\'o

“Pyt;?n:xn \;(:\-‘u )(4\6'\)) M*(ﬂ WX(.(’(M | h‘beb X'\‘)')

Dokaz’ Dovalj je preverihi za encjee (S je diskretna):
D={.(.’(4,...,Xn\k. Vﬂ\dﬂ:

A

H)y(x“:xl (Q“"Il"'li“\ “-'0\ = HD)’(XV\"X, ;(\n-w =qu.__' X,": X“_Q\

_ N A A A
- \OYIXH-‘I. va\-\ )(n-1,. ) .p !(-hf-\' PK-q X

s Xa) ¥(x)

- M"(.Y) pxn-\-)’ [A/b( A\ me.x.,.../ MA(X4) Pueyz,s
x
"&‘m W"(&"""q,x“'*"‘w Xa=y)

(X4, XY €D



2%. navember 2029

S )So,x'h---'n('pz)aes S
y —X Vv Xo, in B -, (Ipz)?.&s

D X7 v X (P
|
In €N,. ﬂ),((xn=)’\ >0

A

yﬁx A" >?o|24|---., (l.Pz)

1 i
U
Nq. B(Xa=x) >
Iné&lNg w 0
‘K‘
'}%ﬁw&(Xu:)’\

Qbrat Zasa chuwi minlji vost in  povenliivosT

M&i: X —»x S Z-FPK(Xﬁ‘Y. X'L-fxl o) Xv\-4¥X, X“=X) = 4
(v ‘?ﬂies na’*\\(‘ "-’J
I

A, A R n
[P;g (_Xq'£ X, Q-L?’K, ceey Kipen 'JK, X :x)
<=>X — Uﬁz)aes

2.6. Sorwzmernast invariantah  mer

49)
Spamnimo se: /L’i, (y) = Ex[-:%l /-MX"")’)]

=2 lP:c()(‘\“"\'--. K # X, xn")’)
. Ay T T
T 2n



CL 3& /u* invariantna,  mery nerazcepne mar kovske
Verige in m¥(x)=1, je Jut(y) 2 Mxly) 2n vse yeS. Ce so slml“u\
verigt povenljiver, pa velja  M¥(y) = mEly) 2a vse ye .

Dokaz lzvuzima mi(y) = verjetnosimi v markovski veng;
A . -
Xo) Xar) (B)aes | ki pripade obrte Cosa qlede v Wt Ta je
mozen, ker po opazki 3.50 2z vse yel veljn 0‘/‘"(7)““’,

s Jo x>y
Jy) = ZRlXutx, ., Xondx, Xumy)
2 *(Y‘ 00 A A A A A
= (/'%l"(;\‘,lrémr(x‘ix‘ XI_#)('..., Xn-q'ié)(,xn'-‘- X)l

]}

A P&V“W\U\ dia&unk\"ﬂ doaﬂhol

— /&K(Y) @(Txﬂ\ < M)

Sledi  mily) % /k*(y). Ce pa ima mavkvska veriga povraljiva
shhjml jih ma po posledicy 364 tudi v obrajenem casu. Po
posledivi 3.63 pa jo verigu Hdi v Qbrajenem aiw  herazcepna.
Po +rditvi .34 wow, biti '\’eda\') +ud; fP/ (,T::\400) =1 wn sled,
Per= ¥ ). 7

lvaranine mere nevazcepne wmarkovske vevige s
povrnljivimai stawii s0 3§ v prewmem Sormmmerjy: bré ko
Sha M5 y* invariondni wevi | 2o kaded 3xes. Qept(x)<co
in Jy 5.0« wX(y| <o (@ Vxes, O« x), 1 (A <00 obstujn 4ak
cda fo Yiy)=cply) zoowe yeol,

%\0&1 \thw'\mo X 6S. Zo\vsg Y €S vcld'q »

KA _ ey - X J¥A
e =MV = g VA et A

N



Naj bo M'—W—kawd—mr‘—?

- r X L] \ Je

l xey
' Popravek po
pos\ediu' 370
Dekoz: v (7= P F"tzipx,
yes Yes Xe$ 4

' nw\«b’evan Ju vpardsmo

s x - oe
e ves D4 poprowhe.v\o verziyo.
= X,
= X
Xes Xeg YEQS v
240
) é 2 £ m— = \ !
Xe YEQS 4 )’ X
- \ \
4 Y4

S‘\amje, X polivbne wnarkovske vere {e pozitivag
povrnljive viaanko %-ulq;\, ko obstgia daka invaviantna poradelitey
T daje T¥(x)>0.

Dokoz: (): Sledi ze iz posledice .53 (spamnmmo, da swmo 17
skanshroivu)i tako, = T*(x) = £ (T“')\

(.e‘)UPQVG.b“\ br)w\o O\OO\%‘(Q 3‘521 po kovl'eri J.e‘
ET<) = 2 me).

Yey

To vasto pe boma ocenili 3 poImocio leme 5.65. Toda +u lemen
predpes“'w\\jm nerazcepnest. Naj bo Fore) Sx nefazcepna mnodica,
ki } pripada s\w\:\b x. Po opazki 350 za vsdak yey, Ve lja
T)20. Po tditvi D67 je wnoiua Sy zuprio, dore) kihko
markocka verige 2o®wms vanjs. Zotena wWarlkovska venga
:59- NEVAZCZPNA | W: P Tl"lsx po je, njena invarianma  era.



Po lemi 2.65 je ﬁi(y\‘ﬂ%ﬂ Zo. v Y€Sx. Sledi
[EAT"\\ rd }kay e IT“Lx\ é.TF,( (y) < °°. 7%

YeSy

V nevazcepn markovski verigi o vasleduye
I'ENLV& ek vivalenfve.:

() Vsu;\ eno shmse )¢ pozitivne ‘oowv\l\\"\'vo.

(2) Vsa shumja sa pozitivng povenljive.

(3) Ob&jmﬁu shaCionarna  porazdelitev.

() Vsoo s’run\\u o0 pezitivno povrn\‘)\vo\ n TH(x)= E,‘(Ty\) Je
edivo. stocionaran povazdelitev.

Dokaz: Otitna () in W=D @)= (1), ) & @)

Dokozali amo Ze (1)=>(3) (jwrek 3.149). s ._-.'-."._'7 T
(3) & (4)

(3) D 2): Naj bo T sTacionarna, porazdelitey in X€S.

Vc\.'so\ ,érr“(y\‘-", obstujy tok yes, da j& w¥(y] >9. Potem po

Q\O&%ki %.50 Ve.\;\u tudi T*(x) 20. Iz trdhve .67 dobl'mo, do

¥ x poai%-‘wm Qb\rnl\'){vo.

@ = ): Po pasledici D53 2w viok x €S obstuja sfacionarna
poruzdelitev TF, za katero je T (x|= Y/ E(T). Po
posledici .66 pu. Je stocianavne  endlitng dolocena . Zn eding
StuCiamrno T In vse x€S wova Forej veljuti

1
THx) = T (X\ =

ElTe) 2

V' morkoveki verigi & konlno  wmnezico skm_'\
pOW‘v\\J\\lqs" |00W\€V\\ “'V(xl pozd‘wm Pwrm\\\\v%{' (-?. JQo '|‘0N_|
mMav kovelean Venaa. S konu\o MNJZLCO s’}‘amj v\QraECQp\'\Q, 80
Voo g sTamje  pozitivae  povywljiva.



Dokae: 59.3% stame X vam\\')'\vn, Je M po opazki D.LF in
izrekw S invaviawra. mew z Mk(x) =1 Torgj
e A
KV\ !%M:[E)
studonarna  porazdelitey s T4(x)>0. Po drlitvy D47 je shunje
X poziYwaa povenljivo Ce 62. VCY‘iao\ nevazcepna, Po Iz
obstoa stutunarne sledi pazitima pavenljivest vseh stanj.
. decewber 2025

POPY(/NL\(: (Z«c)lm')iﬁ navqoe ‘FQYMJ\\\rqm In dokca‘%qv\o)

Naj bo m* invarientaa meva. wiarkavslee verige

3EY Yok heVeicepha mmezica don g IN(1>0 20 vse xey
" nay b %M‘(K\ < 0 Ted“& je S zaprta.

V‘_/ S‘ lfu'luc.i‘on\h; &”
Dokae: S$'={xeX| Iyes’. x—;yl
Dokazati moramo, da 12 $ ni prehoda v S|,

¥z O\$ v & ni prehoda: Ce by bilo ze\8", xeg" in
px‘z:‘()] bi 3J )'68\ X Y. PO '\TO\V\.‘t\HVV\QS'\'i bi by '\‘Ctka"'

Fuhi 2>y, Yorej zest —2€ o :
Xlz § v \S ni prehoda - Ce i
meli yeS', xe SN g Py x>0, bi
po defincijii imeli tvhi X2y, davej xE—y, patem pa
Y V\nmra\o, ke¢ &L S herazcepna mnozica , biti fuhi x ey ¢
*Preastane. dakorak
XeS, ye\S => . =0

'l“é‘-l’ Key 12 5\5“ v §' n fm'.hkm n im S konéno
konstantng mauso, tvdi iz ' v A\ ne more kit pretoka

‘mvariantnast

£ pE) = 2 S P P,y

ves' yes XeS
(e s\s" v 8" S A
. = X
n p\‘e\whu\ YZ%' xed /'L' ( ‘P"t}/



“ SR TPy
= i“lu,x()(\ (4 - é_ Px.)r)

Xé&S Yea\s
= X - *
Z ) = 2 2 pPey
29
—>) * — — " " =
xeé;‘ 7%\‘:/& () Py 0 = Yk 5?. V)/ES\S\‘.@Px,y Q
D Y6, VyeN\S. e, =0

D.F Zakon velikih  gtevil

Definicija’ Zaporedie slviajnih spremenlivik Ya Y.

profi shéapni spremenljivki Y, Ce velja
FP({W'G-Q_ \)\‘_”":oyh (wr) "'y(\ﬂ\\ =/, piiﬁ\mﬁ) x\ J. ong. a.s.

Ce 8 Y, Ya,... nesdvisne in enaka porazdelene  vealne
S\Uc'.'aj\r\e, gpfevv\c.hbivke. A HAN £ 0, are
)/.|+)’L+.--+)/“ S.4q. S E(X‘)

N N= o

Dokuz qpudcamo (elegen}cv\ dokaz = mar‘n‘v\\n\q\{).

Naj bo XoXai. | (Pxlxes Nerazcepna markovska veriga s
stacionarna  povazdelitvijo T* (& Njena s.\-uvlli« 0 pozitivag
varn\j\vo\). Yzemima Fvn\wi\\'o h:{— ﬁl, za kutero je
’?a)h(t\lﬂ"(:()4°°. TeM;\ = poljv\mo verjutnastng mere 1T na
S prv weri P velju:

hXa)t =+ hled S8 3 S 0amad. = ¢h

n N0 " xes e
h \




Velia Z.!;h Xy m* = E[h\)’ﬂ, kyer e Y~ Tt

Ce Jo T verjetoding mera na § ik X%,
(Pdxes Markwska veriga & prewodlvimi  verjetnashmi =40,
50 XoXa Xp,. pri vseh wmerah Py (in fvdki pri weh wmevah B,
kive je P e ena verpinoga mera we 3) hesdvisne slvcajne
sprewenljivke, vse slvcame spremenfjvke Xo,Xp,.. pa imajo
pm'azch.\i'}ev e , ki \'\e. stacionarna p%m'tdn.\i’rtv te verig&. Brz
ko ;\b T x)>0 2o. v Xe3, je vengm nerazcepna. qu bo
h:§ >R in Zlndinag < oo,
Xlzrek 2.71: Pri vevrig.'\'ms\-vx\ mer |Pn-x gre

hixe) £ hix)+ -+ h K —
N

To v vewicr vella ki pri vsew P
*lzrek 3.72: B3, ko jo T >0 za wie X, potem pri polyvbni F

velju hie) * () + -+ (K > Th.
N

Proti dokazu jereka .72

lzberewmg x €S,

...
LQ = -T;(4‘ ¢ k¢4|7.|...

(ke k) ..
Li=Tx _Txk k-te e.ks\cur't-.“e.

Gar= (Lo 'y Xo, Xay.oy Xgo_s)
Ek s = (Lk'l XT:.‘ IXT:}-W\'"" XT:""""I\" l<=‘ll 2.

Pri POUV\"“i Ver‘SQ,"'nos*Vﬁ meri ipg- 30 &kskurtye
Eg,gq,ﬁt,... Y\Qodwisme_, 24.2“.-- P« imuSo enalg porutd&\i-l-ev
kot &, ori veer'\'nod'ni mer Px.



Dokaz: Dwe\j bo dokazati, du se pogojnu. povazdelitey ekskurz'tje
B qlede na & 5480 pri Provewa s povazdalitvija
e\rskurz'“'e. 8 prv Px. To sledi iz krepke \ashwosk Markeva (ov).

Na."\ bo h= /]lbg)‘ T*h = T*x).
MK+ h )+ hie) = 20X

_ stevily dbiskoy stanja x
vV korakih 0,4,...,n1

'.:::V'(“\

Vinl s
n n—-)aa> TT"(X\ *

Dokaz' Spomnimo se, da je stanje x pozitivmg  povenljive.
Zo k=113, jo Tovej Eq(Ly) = E,(La) =|Ex\T,<W)’~°°,
Po klasitnem krepkem zakonw velikih §tevil je torej

L T L $-9. A -4_
! 1':\ - =t ’Ex(T.\((\) T T

Ker je stail obiskav stunja x skaraj gotave neskonino, ge
fvdi Vin) 223 oo

n— o2

4 Vi) 4 Vi1
_Ymzhe, vimso o Wzl Vinso
P 1 “. -
" A vN=9 N 1 V=0
. S0, _4__ ~ (L!n)-LQ\‘l ~ S.9. 4_
VC!)U\ An n-vZ? ™) Ae= An *\Y_Lr_\_\ "Np = A, how > TA(Y)
Viny -1 V(r\\ hwvacia: X
dunlvacia’ ) : ng: V(n)= 4
Ve'\.lk é Lké h& 2 Lk, v Le=2 25 & 2452 4L
\) k=g k=0 | \ | | ) | ) 1
1 1L 3 % T e h=g: Vin=1
I 1 — i ) Ly €6 & 24541,

VA, LeVinl-A, R

3. V(n) V(n 1 9.
= ™ S avman S g T e T 7




TN e

Doknz izreka 3.7 (C,:= Z h{x“\l Ci:= 2 hixd

nh=9

n=T,™
. T Tl
Veln  Cp= 2 S = Snly) S Alxey)
e YeS yes neT W
PE"‘"'-‘I
E(C) = £W0E|Z, A1)
trditev s.zs ~ TV-q
£ SHNE| 2 Al%ey)]
ves | n=0

i . ) ™ _ nth
- éshlr\ /“\x()’) - yéhb’) ) ~ n"‘m

v Caa-+(wm S.q. T ¥( )
Po klagiinem K2VS are at ™ ol nex)
V(n-1 n-1 Vin)|
Omc;\'\mo‘ ZCk S __Z_hb(e,\ 3 Cx
k=0 =0 kg
A Vin) A V(n\+1
A, = %\éc’k ; V(n=9 B\" = {%\ézck T V=09
" 1 V=9 " 1 vin=9
. ~ S T¥h
VEzhO. An,Ar\ n—.»?p% Tex)
Vi ~ 22 Co , Vin
AL A2 h) € R+ S A

'“ih <
) e 0+ ) ‘LV%\ 7
2. decemper 2025

DPQW\\OQ :

;';“:,‘_qu PR *x‘-" S.‘s- ~
: T n n—00 E(\/")
lanks ima

dfuﬁuf.\m P QT(A‘LO‘LE*E v

. ) : odvobnesys v zapukih na
l';\ \;m‘y" & odvina (psple\-v\'\ véilmizi) P
17%:--.



Nas qum&j& Spr. x,,71_,... skom\'\ go-l-ovq konverc‘\irc\ proh Y in
na ko E[ni'ﬁ)\y n\]‘“’. Teo\u\‘} (3 Y]\:_m E(Y.\\= E().

Na\') bo Xo, X, .- (Pe)xes herazcepna Warkovska veriga
3 Shucionarnag pomzcln.\ﬂ'vi\\'o m™ in h §—™RK ome:)eno\ funkc.t'ja.
Ce ge T 3¢ e vcrje.‘rms\-v\q mera na S, velja:

lim ExlhxdY+ Er[h&a] +- -+ Ex[W Ko} _ ”
n ;N

\'\—)'O

h.

zaporedjo  FEy [h X)]=m P,

Ali je Yudi kar lim Eolh (X)) = neh?
Med drvdwn, G veamewma h= Ay, alije h]_;m P, a=x) =e(x)
Ne Nno.

bw\m\eh p_mf\primer-‘ S= {GL. bg 1 Pan® Pppy = A

_d1 n sed
Bl Xoe ) = {0'. n o lih

2.8 Perigdiznost

Ozname , & lahko iz x v y pridemo v
natanke v korakih tj- H)x(xn")’\"'o,

Definicia: Zo AN defmwayma = sup Y helN |WneA. din} in
ok := .
Defiriwip: .s+m\seu x v MV XoXa- Poyesy Je 3(41_(’4,

k;‘cr :)Q. I.(x‘ ‘= i'h eN l X T‘ X‘k. 'Z(L s’mjv. S perﬁdo 4, vaimo,
dan y



X—2Y, Y —> 2 = X —mwm Z.

Dakaz: DV,

Mnozica I(x\ Je aditivna : 7o Miné I(Y) J'e
tvdi man €1(%).

Ce jo mnediea AeN aditivna  in ) qd A1,
obv‘ra&a tuk w N, da 2z vie nzwng veljn nEA.

Dokuz: Ker je cbc.ckA <A, obs‘\'ujajo taki g ngpey i EA
€1y Cpmylr 2 da e Canqemtlrne =4 (rezvbht is teorije
;er.vi\) Pﬁs\m«; %‘ Gne = A= Zlone, Zafhenl v= 2 (alni velja

Gt‘Q
SEA bri ko '36 $30, In 3+1€A L%Ccﬂn EA Eugq-’wo, ker a't A1 >0,
T
Ce je 520, je 1A, polem pa worm kit A N. Ne¢j bo 320
N, =8’ lzrmzimg N=gg+ €, kiee je ge{s5t1, -3 in

te }_0,4‘.."5 1"3. Ve\Ju Nn= (3: {.35 + {',(8-14\ € A. %

Ce \Sb S‘\'ﬂv\;\e xed  aperioding  in X—y, obstuja

Tok neeN; du 2o we nzne veln X —>.

(e sk sﬂm\')i X Yy pwezani [(x «—y), Je
act (T0) = ged (Cly)).

Dolsurt.: Po opazki .23 obs'\'uso\fq taka kLEN, da ;V‘ X=—dy m

J X k korakov
n \1/\0 o ““ ™
X .
L korakoy )

Pa trditvi 3.9% dobimo: k+2 €Ilx) in L+k eI(Yy).



‘nellk) = n+ Ltk € Ty

nET() D n+ Ltk €T (x)

Co d deli vse elemente 1z T(x) mom delih fudi ks, Ce J'e.
nelly), potem & deli wmrk+R €Ll), torey d deli n. Ce tore
d deli ve clemente iz T(xl, deli +udi wie elemente = I[N
Z‘kmz.vsmv\q X n Y i dobimg ekviwlencg . Sledi 3&“11‘“‘3‘4(1(7]).

3% Produkine markovike verige

D_eﬁ&\é& Za e M wm v na ffeumh mnozicay S in T
deFinivamQ na SXT po predpisu
(v )y - = mlx) v(y).

Sluggpi  spremenljivki X~ in Y ~§ shu
heodvisni @ (X, 7) ~ Teyp. Pl =x)) = Plox) Ply=y)

DgFfv\ic\au' na pradvktaem prostoru
SXT 2 Yhurkws\q;\ vcnaa\ ¢ prenodnimi Ve.qe.hoa-\'vm oblike
P(*.“-\. W) = Px,, pudrl k\\“' VQ\J“
ey e % 20, Vs G 0

Y&

Yu €T, Pl 20 VueT, ip“" =1.

veT

Ce 3'9 (Xa, Uo), (%o, Va),... proclv\:'\'nu mar kavska venyo
s tiksa zatetns pem'addi“'vijo in  prehodmim; Vev;‘c\-v\os{-m; kot
\0"-3 PO*"-""\ \.)Q' Ko Xq,-- markovstu veﬁacx s pte.\\oclniw\i vuje\w;’rw;,
oy i Vg Upieo pa markavska veriqa s prehadvimi Verjetvostei

Pusr- Ce st Xo in Uy neadviwni, sta mesdvisna tvki  celodna
pT'OCCSC& X‘MY‘“--' ;V\ UN Uq.---

D.O.ml H)(Xo=)(g‘ X‘l")(‘l'---.xl\“)(“' XV\-M“/) =



2_ Z m\n ”J' x‘l 'xﬂl -1 x'\ xfh X'\ ul qu-q yn’q‘ 4’"
weT el y

L. poa\wse. (,Q(a. Vy),.- \’(n 4 VUn- \\’:h V\.Ya\ (X-«.“\ \Yﬂ"\ /\.) k)/. N \
Z— 2- ﬁ')(,xoeXo | x1 €Xaymy Xne'xv\\ P("*l“'\t()’.ﬂ']

Uer greT

ifP(Xo-x,.Xq 2Xn ey X = Xa, Y, \p,‘&‘ z pm
l_r___v

Wt
= P(X“Zxol Xq'-'-x.‘ x\n- )(.\\ ph\

Sled\ | da 5&. Xg,qu... markqvedean \!(\"l&t& 2 Wireznimi pvehodn\'mi
verjeimostmi. Enalko dokeitema 2a U, Uy,

2o yeadwignest procevv  je dovaly dokoaati  negduwynost Byporedy
Xo, X2y Xn n Vg ,Vapeey Un 71 vse 1.
}P(«o 1 X1, Xa) = (x0y.., k)| (Vayy Uia) =lug.--.u.n =

= PL(X,Va) = a0k} 3 (X, Ua) < (gt eesy (Xon Vodl = (vt
md,,,mﬂ\?(m'u) = (4a “4\) gleu.\lr..m\ "P Gt wea)y )
¥l = [P (Xo = xo) IP (Ug=u) P Pl Poare P et

= P (Xozxy,Ya<rayo, Xarr) - PLVszutg, Vazug ... Un=ua)

't)(q,x.\,...; UgyVapore ST warhoski werigi

= TP 6a, Xyt ¥o) = (ay g %), (U, Uiy, Un) = (e i) 7%

(e R M mvamn’mm mere,  moarkovskih very s
pTc\noAV\iwn' verjv\"nos‘\'mn pg.,, m YV  mvariantra ywera wmarkoskih
verig s prehodiimi verje'\-ms’rm'. Pt je mev wvariantva

(1 (2]

mevo Markn\:skih ve\r'uj S pre\noulmim{ Uerjihosh'| Pmu)ly. ") P'w [

Dokoz 20‘"9 V\( X W) Pty ~ QM@Y“)’:“"\

(X MbeT

é ET A v(*ﬂ Pry P

Z}L\ ) i Viw) p = wiy) N = (we vy, o). 7



Produkine mourkevike verige s prehodwim

verehmastmi - P iy, = f,"} pf:}r so nemzcepne, bri ko 3o

*\'uko w\w\mvs\ce. vtritj(_ S pmhoclﬂ'wm' \/efjb'\-ms}mi P ,‘:;\ kot

i yurkavslee vcn'%c. S fmhodnim‘ vc.rje.hngi'mi pﬂ. newcepne
N aperiodidne.

Prokipriner: $=T={a.b}, pse ot pi + o =1
(ab) (oy)
. /"’) i M g
®k |/\. b P(q“\\u“g‘ pﬂ.l\ P““ 2Q0-1=1

[ <3
sy (ha)

Tovey neruzcepmoet Wi =zadoesten oy, ( potielyemq qyzvﬂo«ln&“msﬂ_

Dekuz trditve 3.8%7: Za \om[\ubnu xS in wweT Je Irebay
chokuzaki (le\\ —_ (y| u-]. ICer st ven’ﬁi nerazcepni n qpev‘mo\]iu('
pe pesledici 3.82 de'd\\oh daka W W W,, da 2« poljvben
nzny, velln X—{>y in 2a N2ng Veljn UW—Fx—>4n
Postuiime  n:=max lna, ). Po tditwr .26 O‘as'}tduh\ Yok verigi
X224, 2q 12Ty 1IN WWH, Wy, g W= AT, da je P-ﬂ.u >0 »
Deaw >0 ZA vse k12,0 Potem pa jo i

Ptz ~@ = Vi kAo, Sledi (x,w) —w>ly, o).

310 kov\\mrae_ncox v miavadﬁ-li'l‘ﬁ

Definicija: Mavrkovska veriga je | e jo vemzcepwa,

pn—.‘r‘ﬂvno pov rn\\ji\m In Clptfl'bdla\ﬂ.

2o ersocli‘év\c markovske verige bomo Aokazal; :

hliw\ Fr (Xa=x) = T#(x).
¥R

< ena uevje:\-ms’mu wmera wa S



|2 lineawnasti in V2veka 0 domwirni  kewergenci  sled;
Stolmuvnn povu=dalitev

g B [hOGT) * T4

T 0ieinn Pomuld.\ev [po\‘ju‘om.\
24 veako Qmeseno Fw\kcijo h:§ i)W\.

15. december 2025
[)eﬂv\'\d(!g: Naj boda Xo, Xy, in X sluini elements 2 wednostmi

v mnodict S, ki ima  stroktwe dopoloskeqo prostora, ne pa
nu:\m AQ'F'\V\'\rcml na isfem  ver j€+“’~'t3'\'\f\€m prlas‘\“oru J)_ Zﬂ pore JJc

Xa,Xa,--. prati X, e za viake

2VETNQ TN OmEino Fun\(cija h:¢ — K Ve,l;)a L, 5

lim Elhlx)] = E[W]]. Pitema Xy752 X, fLa 5 S
/w7 .0.[

|)§fiv\'|c',\'ag’ Zosperezk} ver)'c\'m&nih mer T, .. na Topoles kem
progiorw S proti  verehvoskni weri T via §,
Ce za veki (@ vadk) wabor slvfa;\“i\n spfcmcn\‘j\'vlc X~ TT,,
Xa~Ty ey X0 Vel Xo 7o X. Pifewe T T, pogosto
tudi Xo 7 T

Now fopolotkem prastora S ofleduma Barelovo
7-alyebra, V natem primerw,, ko jo S Stevna, pa priveamemq
Aiskretne +0p0|03'|d'0', p\r'\pacluja?u a‘—o\\(je.bva Je -}co\aj 2% n
vee twkde iz S—>R 0 zvezne

A Jim E g [hGT) * ek
Doknzali bowe '\'QYC\')' da gre TP —=="T1" wPh

6% SL XoXa, s UP,\M Oxpeﬁw\ii.'v\u nevazema  markawsky
verige s prehodns  matreiko P wm  shecionarne pﬂ)fﬂ:td&\'\'\'\l.l‘\.o TY +er
T S ena veretmstna meva na S, za peljvbna  asb velj:

lim  sup Q\ @EWL@X“\}_W*\“\ =Q.

n=>e? W= [,
P




lzvek 3.38 je dovolj dokszuti 2o =0 in b= 4:
Ce,y- kor a=b, Jo Yuko ali Yok TPh=T*h=a=-L. Pri ach pa
zoo h'S —[ak) AeFiniramo M) := M- — l0.1].
hix\ = a+ (b-a) R(x\, P = o= (h‘M\TTP“

Ph= a + (b-a\m*P"h
= | TPh-meh] = (b-a) | WRR - e R,

[gﬁmm!m New prostorw ver\\v\'mﬁmh mer na wevljvem proghoru (5,¥)
deFiminima

= Eelg) |Tr (A)-sA) | .

X~ Y~¢: dqvlme) ° s::lp“P(KeA\— P(YeA) .

(P

= poraedelitev  slvciine 5\ovc.wwl\‘$\v|v.e, (pri verjebmgni weri P
x& P (% .-law)

drv j& res metrika. (V)

Oc)\alao nupre] se Omejimo no primer; ko je S Ifevma i P=2°

.Supre,mum v o\e.Fl'nid;Si ATV () )e doseten (+udi)

pri A= A [KCS\ T > Slx\s n pn K*Ag= le'S\ﬂan(x\S
Po\ecb Yean e J\Tv(\T.S\

Z_S mMax trr(;q -S(x), 0\ - ésmaxiﬂvl -m(x) ,0‘5
<1 iln (x) - &x)l.

-

|h\:u% Mwzica S \se. dn.sznUrvm w\“m P\W,Ag m A {J( |11(=l-ﬂ¢)’5
- THAL) = $(A-)

"TAR) + T(Ap)t TIAZ) - SLAL) + ¢ (Ag) + #(A.)
11?(&\ q .P|('s\='l
T (AR $(AR) = S(Ag) - THA)



Zo. poljvbna  mnozico A €S velja :
m(A)- plA) = Z(Tl'lx\ .?b()\ é_(l'l(u'\-,?(x\ =T Ay - 3{/\11\

PoAsona  LIAI-TT(A) & §(Ag)-T(A,).

Sled
I TA) - SLA)] £ max [ TTIAL) - SlAq), SIAG)-TT (A}
‘T\'[An\ S(An“
* [ Slag) - wlAg)|
TQve\') \\'z.'-
dry(m,e) = Z(W(X\-f(x\\ Z(.TT (¥} -£(x)) = 5—“‘"« { me<tic), Q.
LR Aba-Fiel o

Podolmo = Z mox {eix1-Trix\, 0.

P ovpreciwma ECLAV\Si dve enuloski m  dobimg
d-‘-v ('IT\ ,_ﬂ = :]i i ('Mm(iﬂ'(xl-.flx\.ﬁs + Mmux 13'(*]-77(*].5“

¥ €y
~ 7 2T - £l 7,

X&S
Definiciga’ (cmo‘\. coupling) verietnosine meve T na (5,4)

in verjc\-v\os'\'m wmere £ na (T, 3) )e ko vcvjehab"-vu mera o
na (3¢, §20), don = (X,Y)~0 Wl X~T in Vg

Ome;\'\wm se WA g¥yewne ‘oms'\‘o\r@. M o-algeore, ki 50 potenine
MnaZice..

Ve!jq'-
Y dn AeFmivani ny
v (me) = —qu‘ Th-gh) = inf {P(x ) ; Shen e iven pretirre

N dokazom S Qﬂleﬁwm pvimer.



E a w b
rimer * % b r PIAE Lo, 4-3, N=\a-p :\ , £° (4-1 1)
WA - p@) =0, TM(lubY) -£liapy) =9

ey - SOt = %-p Tl -2 (1eY) = P-4
Ddry (T, 8) = Jp-g ]

Sk\up\ J'qnje. pri katerem je Plx+” ] =|lp-9 ]

AT\ ’=b
X = o [Mintrra-d=1-maxlps) |a-minipsd =maximal-p | 1-p
X =l Prwmitpd-a)e madhd-g|  win $pi0) p
1- 9% x

Delni dokuz Frditve 3.92: .

o o
dTVth d sh?suf’)[‘o::g “shi<inf [lP(x::y)-‘ X~ Y ~8 wa idem 3 Sclyy(me)

(1: Odrtwa, saj je drvlme) = :UEIH(A\-:(A\\- :ge\T\'dA-PdlAl.
(2): Zaw poljvions ‘Funkoi\x'q h:$S—[0,4) +ter Juiuini spremenljivki
X~ in Y~ na  igkem Vc“'e.hes\'nem prostorn velju:

rh-8h) = | E[hec) - EAY) 3 1E [hik)- WAL € E [Ihx)-nix)i] =

ith vevietnostn,
£A4 ' pr El-:?“

: [E[m'n(xw)] < E[Axer)) = P(x#).

NoveAima Sugrewum po h ter mFwum po X in Y. Dobwne (2).

(3\ DQVOH \52 ko'f\s"'w\.ro\.{'\' sk\hp‘danje, ‘”; kn\-e\ren bo IPlK*’f ) =OkTv(TI',J’).
Zo. = § J'e ks o kar Frivialne sklupl\jun:\e, pri katevenm \\'e Y~ T <f.
Za T8 po- bedi +q .sk\aph'unje,, pri katerem Je (x,Y) ~ kjer jer

min{mea, g6 ) X=y
o(Ky) = Mox | Tx) - 1<), 6f mox | #1) miy)09
drv (T, £) . XEY

Preverwmo @ *rlxy) 20 V



° io(x‘y) = mix), ZG(X.Y\ = §1x)
e *ey

. P(X#Y\ = »é_;" (y) = dyy(me).

xX¢y

Podvlonesti izpratima, v vadaliowany teqo ne potrebuiems. 7

|z Qpa?_ke. 38% in tditve 23.92 s\eo\i, Ao J'e, 1erek
338 ekvimlenten Trhidvi nhv\‘f\o (ATV(.\TP“. \T'") =Q.

Dokaz trditve 3.83: Dow\j bo N ishewm ver&&+ms’mcm prastoru
konstvivah  slvcuine  spremenljivke X;\gxn, Gt A

X ~ ™ za kateve je “l_l;vov; PRy X)) =0

Veemimo  pradukive markovske verigo (X%}, X3, X4 ... na $x§
s prehednimi vev\]'e.hos\-mi 'P\'(,(\',(u\,m,..): Pey Peryr: Po tvekitvi
3.89 sta '\'ealaj X,‘,X,‘,... in X' X', pri  meri Proms markovshi
Verigi, obe s prehodaimi  verjehwstmi ey, prva = wdetw
ptm.,tdw\i-}'v“q m, <)wu3q s sYeliovarm PQYO\.W"‘I’VS'Q ™%, TQch
je po opewbi 2.4 velja X.:‘-",'—‘Xn pri IPr, Farej Xa AP e
X':\-\»Trx_ Sa

WX#' X
AN X

> h

Ker A pwo'hnu marlovska ver iﬂc\ VeruEepna 1 apevi olkti.vw\,
)e P Nk B87F Hd \ochUU'vlu mayrkovgka veviga, nowaepus,
Po trditvi 1.86 pa ma  produbtre wmarkeska veriga tveli
Stucionwm poedehter W 8T+ 2adn S0 po Tibvi B.68 wjena
&‘w\;\a povvn v, Po tditvi 3.33 potewm 2a poljvbna y\uv\jq
2" 't velfn (K ) = () v, Potew pa je vk

Prome (Ta =) = 1, kijer jo A= Llax)xeshy & 3xs.



\ Vel
De'F\V'\WaSW\Q R" x'\ . n ETA Sw 1) n, JU"A.
' K = X.q 14 .,: = >
) PP A
Dokazati je treba, du je Xo, Xa1e pri Wyent prav uko
warhovsha vey Gu S p\re‘\'klv(mi vev]e.'\'mﬁw\i Pxy- Teo(oj bo res

Xo ~P"
w1 2. Aecemioer 2015

_ ix.,.‘ . A eTh X wiaTh
Naj bo A =X. T (X ne Ta | Yo' = {Xv"; n2T,
Tedwma, doe je (5270), Vo, %Y pri veithnadwi mert Prone
mar kavela ver'tsq T zotehw pomxedelivip T eT~ n  pre hadvivm
vevjdmsﬂm'\ Pre e v - Oéitna 1 (%, Y = (%, X,,"\ ~Tams.V
NTOAY, ., X, Xay ooy Xa, Y ES | X' ixay ) XY Y €S,
Preveriti maorawmo , du veljo
PLLYona s Yorta) = | (ra) st ) - O ) *":\j\ =Py’ prty™ )
btz ko \ma In Aocﬁqlda 7" nenicelno vev;‘e-}ms'}.
M=0,4.-- N
Bw:= {,(y-a‘. o"\ > ("'3#.“\ I+ (7v~‘|fu“\"-(¥n'|ru“\ , Ta= ml).
LYEER [CADA RICHI W P AL B AP N PETL B
Po Hrdidvi 1.3 Jo davaly preveri'\'i, da Se.
FP((Y-:M DANE 'y \Bm\ TPy Py n
FP(()’..‘..\ NANER A RN \ TPy Py
bri koo P(Bi)>0 ozwama P(Rs)>0. (e Je PBm>0, je tvei
Prramrs (L, ¥vee) = (717" \tsm\( . i ‘
“w o Xo 1) = (xS, % - (Yoma KoL) ~ (Xt K
= Tr“c“xnun)(um)z(y')” (Y:,’(n“(*-:ﬂ'“l'\, % (X:: )(““\ -‘(KV:IK:\ )

=Py Pua

Prragr (U7an e = (7 17\‘\ 19,) =
= P ae (Wea s X)) J0R 0 by (ot ) = (1)
Py Py




3.1, l“\e-\-rom]}é" Hag\'in%;w algovitem

»

Ciljaa porazdelitev: T
Paseben vrinw MUMC wmedde (Markewy Chain Monde (av\o\.

Er'\me.\r*‘ (7 Qm‘F - heusmevscu n e =Zank, Vsq\t.o vozhiice gmfv\ J'e.
lanke v emem izwmed s}wn') iz dane wnoEke A

{= AV((?\
kmfl'svrad\d« Xel: x: V() —>A
- - ° 301
ATAAY, WON=1008 31+ 2 %10
rozuwmno  velik f@&f‘ herezumng Steul kon‘F\'surqc‘j
M (x)
Tx) = ) /u,*(x\ . u:l;l;ﬂq q(xlw), x ()
tua) €E(w)

q:AXA — (9, °°\ simetvidaa

lsingav wockel: A= -4, 13 - L

. tv VR wyvewo evs hvno
eneryije iteoboe weka i b qeverivat,  paraede litve

yla) = € Yerptactura

Metrapolis - Hastingsov  ailgoritem: X ldben wari
. (AL i Thay lavy VRY I
V\%\‘f&‘twpm narkandun Ver N — ¢ pre.‘rwlvﬁm.‘ verie fvayduag A,y

S Pv':,\fm)\v\\wn' \ Q"‘]'-“VNY]"M' Ay in Stacionurmg mramh'\v‘ip T

Privaomemo * # M*(x) >0  2on v xe&
*se e wil poga) ma g,

o {%\Yr‘l‘v ‘l X¥r
Py %x -l'i_&g,t(.'\’r’t.'&\ y X=y
2h

£ 32N



Prvatne markevsho veriye modiFicivamq  taka, da prewd Tox vooydx

Z wv&u\m'a\jo Yy Spréémew\o, er Pa 4o Zovrnemd, kar IWMen;
A oy duemn v x.

-9y | /lg

Y‘x‘y = Mi“ {"‘4‘0{\ q“‘r l_c-é a'a &y‘y >O .' Sllef P,(|7 -'-‘O)

Prvi dadedni K Vi\yeS. X#y = 3x=zolz..‘...,z“-y Vk=4.7.,...,n.
P"k.a.x\.> 0 fn P“tnxl.-q> 0

Pri 1. dodatwem po%%\'}u\, S" i nova warhoviha
Veﬂ'%q newmzcepna.

Nova markovska veriga je pri T v dolni Ierawnavi:

1% () P,y LRV
h n
W) 4.xy ey el e
n ]
Mmin t“--:m 4“‘-7' n‘("\‘lu.y,) =1 Wiin ZN‘(xh,x [ T04 (7) l’-""&

Po opazhi .61 je T shuiowrna  povardelitev  viove warkovshe
Vevige, Le-t o aperndicna, bre ko ja  p >0 Za weki xe St
Po\'\e Te.s‘hr-é ko je, boduu 9\”‘:0 2 neki X &S Yodisi  12virng, Mwhordy
pri wmeri ¥ mi v tolni (2vavnayi

Primec od\ prei’ T (xX) = }%&% ,k.’(x\= I 5l*lu\.nr(u\)

Vol
lewd & ElG)

V ithedifeni mavkosshi verigi  nej bo K=y sowq, (e obilgja tuls
vorlid(e wreVb), du ye  x(wi=y(w =2\ z2a vie W#wr

En vl x€y lahko povsewm ml\!'\uina izberemy €no j2wed

W) UAL-1) kanfigurij v, 2« katere



B'W'e\/(b\. 7(&\ E X(&\ () wt w

T alyl, y(+)
il 72 8 s'.‘."'..‘i".‘é'(‘..\ ’ S TT 0 Aw, 7(w)

vev( ), % (4
T (x) 1,".,:,.,2,(,, g %(w, XW\) {'; vfee'(’& o [ (w, % (4

B uza, ker Nimawmg 20nk

zw\ X al

T Awwye) T A, 7w)

-.-.‘\re\,(b\ A we \(b) T % (41
tusdeetor 2N g el 2.[.:\"

T Avwzw) T Alew, 7))

=f':m‘é‘(b\ Bt 1t (LR Blee it

9 p 'HQ'\E.v\o swmetricng  (Frziho)

2
m (% (7 (w), T ) \ 1o ye 0Lvlmlh\-‘

= uE\l(b\ (M.\ v llvl\,"'
fuuleE(o) 3 o \} pY?




