IV, GRASSMANNQVE RAZNQTEROST
Defwicin’ Naj bo 4= L¢n.

Jo. wingzica Vseh 2-razeedvih  vektarsih poc&pwadorov v K

E kvivalentne, 19 e wwnoEiea  Vieh  (R-1)-razseinih podprastorov
v B

me&m.je': Zakyj )e +o slo'oh vazwotevost 2
Primer: Gr(a,n) =p"”

Vinej ho keninorazsezen vektorski prastor nad k.
Pefinivame : T V:= K

T,V=V

ING \M Zn i22

&~kvat

Ce,_se, EQ' ‘en\ buza za V, po‘ren. ‘SQ. [E 8- ‘3€J.,|~\“u.|'- ":o-n'a
bmzmquY dim TV = (dlw\V)
DeFinivamo s TV := <5T.,V To 32 vekrarski pfoshr nad k.
No TV definiramo MV\O‘tCV\\\Q tako, do za clewrentavna
Yenzorjo re-ati €TV i wie--awj €TV definiramo
(Vra-an) (Wya - awjg) = ('\rm---enr.-,\ ® (W aw )TV,
To bilinearna razsirima na TV Na ta nadim TV pfas-‘rane.
asociativna  in nekamviutivina u|ae'ovo\. Pravimg i

Q\Q‘z‘om pr(as\‘ovo V. de hdi stopniéasta:TiV-T;V e TesjV.

QN Yu napre J pmakpqahv]mg s lohar k=9Q.

V TV definivamo ideal o= (uow- 7o |uge V).
t= Tv/ls Je, kOMU‘\'O\'i'WV\Q C&\%doral k-‘ j-’ VCEQW\O



pms\'om V. Ce Je dimV = n, pohm Je
SV=Kk[x...., xu\-

Vsaka permu'\m.“o\ e ¢ (k\)w je Si simeincna grvpo e
elomentih) mdueira TV —T; v, ki je e lewien fuvnih
Tenzoriin podena S pre.dpmm ™ e ‘S‘V},] ~Vaa) @ ® Ui .
DeFinirama = 1 Te TV | TM =T VTESy. Elementom
SV redema S,V Je vektaorsk; Podprod'or v
Tiv. \/e.\\io\ L8V = @ SV kot velkorska prostoven . Pri te)
iden’f'lFiko.(,i\'\i je¢ XV mneica  homogevith  polinawov stopnje v. V TV
definimmo  Ze ideal La=(wewr+vow | uwev)

Kvodientna olycora  se ime.nujt [exteriar olaehv)

prastora V. Qznako: = TV/1,.
Tklin

Ekvivencni razred od wsar qznadimo 2

Zoovak w eV j¢ weueT,.

Opazimo: La nToV = LOK L.n T,V = {o\. .

/\VAQ' kot vektorski pYOS‘\'or 1zomorfen Q)ALV k.)cr Je
NV=k, NV=V AV={TeTv | (M= s(‘IT\T vmres

L Znak pemac“e_
<12 &smTr) ) TeTuv}
. ms" .
NV e 1=t prostara. V. Elementi AV s
imen(ﬂo

r
‘H-imeﬁ'. ] A‘LV = {é*i(u@@v“, -‘U',,GU..‘.\ \d\‘,e‘k| u‘(..“rl- eV&,

ey aw - yoeweyu " Touewt
‘NV= T, }

T WO reveol t wowdyr I M..dr.ure-V‘ :

(.6 e.. ‘_Qq. le"‘\ bata za VI \SQ‘ {e.\AAQA‘LA Aedu\"éy .\" J.‘:Lh‘s
bo.%u = AV



POSC\OV\\ primer Raza 2o A'V 3¢ teaneqa- ’\"\'1
(e je i>n, petem je AV =10y

. tyyo (d?v), Nt AdimV
bd‘m/\v'{ > dimV

Not;\ bo {eq,.. .| bura 2o \/, 180en, {_e'aq/\"'ﬂe"l‘jﬂ-"'tj;&
boz 24 AV Noj boda 474, Az eV poljubni  vektji. Ravvijemo
I po bawi v A= 2_0\»,@\\ za (4,12 KoeFicent pri jan-aye v
razvnlu +cm'.0(!o\ NAN- AU € /\‘l po ba=i Je. enak W\MOY\)(I
Mmatrike A= L&ﬂ rede L, ki qa dob'c'qjq sh\\od z indeksi j4) g-

Vposebnem' L=n, dobimo determmunin: edint n-linearni  antisime tricn|

Fumlecional demenzij& e 1 pri n=8,

12. decewher 20265

Dokaz: 43 A~ anp = f— °~-1« "00,ip%in A AR

antiemelricnest *q,

1854-43gen \TI'GS&

@Fiu\cvﬁ TéMS(ﬂ\Ouin(q = Og i1 je natwko determmanta matnke
M‘ . .- u“-il.

. »'/‘;
Q840 Oy *

3
Primer: ar=gqe, + 0281% 048y, W= b eq+hey +hgeq Elk
=2 A W T(aaby- 0254) €4ACy + (adba- aybeaney+ (0yby- @qba)ea ALy .
, — Uy “1'}
VI.Jl'W\Q, da 10 kQQ'Fl.L'\(V\*'\ Yyavng Lxl minor |l matrike baby ba).

Va,.. AI"_QEV s0 |mearny neodvisni & M#o
A

NV



Dokuz: Uy -~Are g0 linearma veadviswi & Yany maltrike A J'e L &
nek winar matvike A vedo £ R wewnieln C;B Uan--aAN1#0. B

Yrditev: +i wminarji so keeficienti pr rougju AGA-ANg po Loz

n o, L
Na:\ bodo 4., Ag €k Jinearno neodvismi i wy,.., wy SE"

linearno neadvisni. PoYem s¥a Aaa~A AR W Wy A--a Wy lineamo

0(\\!\“\\' N VJZV & XMV ["r‘lr'."r.gk = M{WM'"IW-&R'

| okaz: &): Rec.'\mo, An Je Xh{_ﬁ,.",ﬂ‘g‘g = i {ur., P wﬂ. Potem
0\35‘\0\&1\30 Qi ek , da j{ Wi = 3%-'?‘1! T; Y.
=) Wra A A WL = J.érin'q"id "'QM,,V& /\...A/U:.\L

- (Z_ 2 X\ \ Ay A AR

)L Tesg

FCAYA AN celk
@) 4, e linearna neodviwi, ..., Wy linearno  nevigni
D WAV 20 Wia-—~AMWg£0 in po predpostavki wiya—Awg=Aam a--aty

2 neki Aek

Nu‘s Vo iel4,.., 'Q-g P“‘j"\"’-'\- g Vi s¢ ponovi

U, AW AAWy =XV AN, A=Ay = 0
DAL, W, .. Wy SO 2ata po posleAicc  linearnd 0dvisno
Do e Rwiwn, - we] Ve D R4y, 04 € Rinrlury, .., w2l
Po simefriji veljn tudi obratna inkluziju . %

Qﬁn’ud\smi N«j hostua L neN; 2en . Qzwacimg N= (2‘ "‘t‘lim/\;k".
Defnirama preslikavq %: (JrUl‘n\ _VW'M no noslerhu'i nain
vektorskemy praskorw. Ve Gr(2n) izberemo bazo {4,423 m
defivivame TV = [Tan—aarg ) € P(ACKY) =P ker s0 an,.., vz
linearns neodvisni, je W a-a a0, eato lahke definiramo
[_‘U'ql\--' /\‘U'glfleNd_‘ Pa ?.udn"\f p%kAl'(.f \ie, [y A---AN'.[X odviyen le od \/,
he po Yudi ol izbrane baze. Preslikava ¥ je Yorej dobro definirana. Po



Mu"\i \oos\c M Se +vdhi '\V\Sz\r..ﬁvm (e smer daora defivivanost,
o\fuﬁa smer iv\je,k-l-'wmsﬂ. Preslikavi € redemo

HMogem koordivate todke <€(V) se imem'aejo
V-ia.

P\Uo\tevjzve koovdinate so -H»e\" m'mor"‘i whezne matrike .
Valydoruioni qeometrji Gr(fin) identificivamo s *(Gr(gen)) &) <
sliko  Pluckerieve vizitve . P(Gr(t,n) « P Treba ge Se dlohg zut,
3\0\3@. Yo slika zagrin v "'opoloaiji Z«ns\«sa Siko P(Gr(en)
3%"“"‘\3“,\" vsi Yenworji oblike aA-aag, kyer s0 U7, Vg
lincarny neadvisni (splodn; elementi P pa o lincarne
kom\omuujc fukinih  tenzorjev). Takim Fenzoriem pravimo
ali Tenifa'ry Trebo R pol:aza'l'l de. Jje wwogica
Cistin Jenzorjev zaprh\ v Pz L=wn ¥ +o oditwo, saj $0 vs)
'}(.Y\E.Of:ki Cioki v /\'\UL“ (olim = 1). p{edpos"'uv'lhr\o -\-‘a\fej L4wn,

qu o Xén, F\kswu\\wm newicelen c,\emcv\‘]' w-e A"
Definiremo  lineams preshiavy F: i —> A k"
XI—> WAaAX
Potem je vanqFzn-2, pri cemer valin evakost (DW=A5a-140y
za weke linearns neodvisne 4y, A €k”,

M= qu ho r-'n—rqn%F =AimkerF |n {ﬂ-q'..-.‘u-ps Yoz 2z kerF.
To Yazo dapolmima  do Yuze {U.,,...,m,.,.nrn‘) za k" Potem vewo,
daje [#Haa-aag, | e igl boea za AN

w~ ra?.v'l_'\e.mo po bz -

W= i Gy g Vg AT, Ab. december 2025

Ce ye jettry potem je AjckeF
=) 0‘ F(/U:)\ = WAVJ = al:qr-ll-’ﬂ,”c‘“'"n n,-bg,‘ﬂ'”:‘. (*)



(e £ jt L potem je AF A=A A AV;=0 ker i’ en

vektor panavi, Ten?,o(‘i oblike Ny A AN, A Wy Ler J';!(i,,,,,,., vel

P s9 linearna neoclvisni‘ sn) Pripwkc:jo bazi 2a Al-l-ll'kh.

|z () zato .s|ecli| 0‘0&% Wpprig O, (e je. J’f Din,...,i2). To ve‘qu £a

Vsak\se\‘l.---.'rg. '\-ove\s s luhks Gy, . i =0 kvEc;quv v primeva ) ko

3 WMot e Line,idd.

W-#0 = vsaj en koeFicent je neniteln => v ] € 1,00 1) 2a

Viey ewo iapﬁvevljc ‘inkebyyy  Laetig.

= rdmheF £ L D va\nﬂF’-v\-/(’.

Recimo, dun vella ranyF=n-&. =5 r=2

Veehovamst l'l....JS‘-{i-q,_-.,L,_S & po'|'em motna Le vpv'mcvu, ks J'c

Lz 13y L= Les T D Vi koeficienti, razen ag..,q S0 0.

D Wz o, L VA A W

Qbratng veewmo, do je Wt Wya-AWe T weke linearng

\\C_‘Ml\f\;v\b W3,.- Wa. T Vao\k. \S‘-'\,.,.IQ dz W’\WJ' -0 = F(Wj‘-‘p

D disher F 2 ~> rang ¥ tw-Z,

VUM'SI dn vedm Vc\\l‘u« Qoratnan  neendbagt =3'(owJF =n-L, i
Slika Plockerjeve vioEdve je zeprs v fPN-? Forej e profek i

ruzvotevast,

Doka= E,e, 32. L=n, pﬂevv\ Je Grlnm) 4otka I iwrek velja.
Zoko predpostaime L<n. 2o wrePV = PIALKY) velja *

w- € ¢(br(l‘n“ & w = [VhAaavg) 28 neke lineawny neadvisne
A, g K" rangF =n-L = kjer je F preslikova iz preive
lewe. Po lemi vewo -hAi' An Je wravxt\F vedwg 2 m-R . Tore)
j% w € (Lr(2,n)) & vsi w\ivm'si veda N-R+1 metrihe, ki
pripada preshikavi F, 5o witelar. F: x— wrax.

Clewi  wmatvike, i pripads Fp 5o \flowwadmi polhmawi haw-,r.i,l,
hosvdinetah w =D H\ww\')i so hdj homq&em'\ polinow; Wow aggesi



leyavdinatal  wr, Pagoj weR(0r(2n)) smo viagisali s hamgenwi
polmomskimi  enozhami, zato ¥ $(6r(2,n) prnjekh\lm ratnteyayt
v PV %

GT(R\V\\ bowo 1dentFicvali s sliko P\iickc.“'ovc. viozitve |n
30 obravnmali kot projektivag roamterost o P(ALK").

Primer: Gr(Lb4), F:k* — k% dim k" ()= %
D F zopitemo § kxl watriky = (Gr (2,4 je potem weuicema
MwaZica viely XD wmnoviev c)«ob\jeme. matvike . Teh Je =16,
Ne Yo wazin Gri2,4) € PP <p° opitems s 1b evocoami.
PBape s Griz,4) apeati samo 2 em kvadvatns enclo:

Xayu Ko~ Xay Ky ¥ Xaw KXo =9,
kjer $Q Xy P\\‘ic.ktr:\eve kowvdinate na \‘P(Allk“\.

DYU‘A nolin opisa  Orassmannove  rasnoterast kot pokritye =
mnoticami  jeomarfaimi  afinim  prastavam):

N“S ba Ve b(ﬂlh\ \n }4/’,,....,”1\ buza 2o V. Patewn V Jauk,
pfukdow'lmo z  mMatrke Ldrq AT, - 'V‘,_-&. Ta wwabrika Je  velhask
N i Yona £, ker S0 A7, A Vmearno  weodwiwi.

Obutvo, makriki Aek™" ranga £,
pAVinpLa S\'v\pLCV, i St elewment  Grlgw).

\W\Q\m matehi A Bk range L Potewm watvki AR
AoVolatu vH clement (;v[l‘n\ = L Weorwn o:if'lv“'a.{,a A =
lineurna oyv nd.du &*‘D\r.uv od B & Y obrnljiva  wutvika P,
dor o B AP,

D (r(n) s luhlo pvedshv“amo kot vngzico W wmatvik
g L wadvlo elewenturne Qpenciye no 6\"3\[36("\.

Na‘\ bq %eq,...,eh\ viandordna baza 2 K" n nej  bo

Uy € Gr(&n) € PINYK™) odprim padwmnodica  Draswinnave

YaW\o pr'wuxtm lweuywno



raewternsti, kijer je loehuent pri @ a--Atg wmenitaln,

Nuj ko VeGr(Lin) V= ity .. v2) tn [ary o, - TAE [g}:a
Ve Or(2,n) «PY7 razpitemo po bawi Yeipa--aeq, laaeci b 4
KoeFicienk pri ear-Ale 5&. Nokunky defA | Torej je Vey, &

A ;\e, vavx\"\ivo\ maYvika . A

Vv primerv, ko e A ohvn vV\Ut'\.V.I‘Lbl maty ke LRS powmnEine
z dewe 2 A in  Aohimo  matviks [f,";\-«] | ki dolocu ek
pma-hr V. Ta wmatvikg 3 ewolicno daloena 2 V in pogojem
A iz zaornii KL bbbk Wenhitebn. DUy e v Buiehcl!‘i z
et oblie [V, Wi jo Cekt
Definivamae pves\'\lw«vo '}"’Am-nxl — VU, ¢ ()\'u‘r\\ "—I?(/\&Ik“) Nna
h%\almli necin © o C&A‘wnd PISIMa [a *[ea ¢\ ™
AeFinivame T(¢) = [cqan ce) €Us. Vemo ze, dn & T bijekeija.
Dokezime, dw .\" Yeqularn pvex\i\w\w z re,%v\wv\'m mvevzom .
KQCF\(,'\enH CaA--Ale  pri ru.-tvon P9 shandovd ni huz
pm's\'rafa /\!'H:“ SO miv\qv:}( ma‘\'v:\\te. [c‘.‘k, ki 19 Q.L'\'\‘M pdimm{ v C
=Y je Yesv\orm pv&s\'\\cuvo\

T Naj bo V €Uo prastor, ki ga predctavime kot €4a-ace,
Pri Cewer nay bo koe Ficient Py CiaAe e enak 1 jn waj ho
[EX matrila e pripada V. T(W=C. Qewi wmatrike C 20
((}0 psz\a\u V\W\'M\EV\')\ Yamas ena\, W\in‘wsem veda £ wadrike [{1
kse-" 12med PY\ilh L wrdie veawemo  2-1 urytic - T

D 4 je, 'retdv\uwwt prcs\'lha\m = Ug S reaweorfua A '
Na enak wotn poketema, du je za vsdka eaporehss fqeeiy
odpria mnozita v Or(f,m), kjer je koeficeat pred €,a-necq
newieln, Fromarfg A“-Axt,

(JYUl\V\\ SMO ‘\me\'\ o\wi\l‘ 2 OJ\er\mi podmnoiicuMI', ki s9
VSe  1z2Qmar Fne AM-M'&.



Na’l by X kvazipm\"c.H-ivm vuznaterast 0 2\/4,...,\/..‘\ Odpﬁo
po\w]ﬁ& FX/N X\ "\u\m O\.O\y. U{,(\Vjig 2 vyA\M\ v mJ CC SO v
Ui nevwzcepne, potom & X nemzcepnu .

DokoziRecimy, du ¢ X vozcepna. Pilimo  X=X,u¥, v, kier st
Xa in Xy dwe nemzcepn k—OMp’iMn+i m 2 \Ml‘)u\ vairh  owzlih
neraxcepmih  kompanent (lakka g 20 \ Zn vsak o \'\e

Ves (VenaX) viVia X\ v (Vin2), Ui neam zcepua = Ug £ Xa,
Ve Xy alh Uy 2, lU,,..-- V.. Je paknte, z=to obs‘ru‘j'u{-.. 3
My, de 'y- Vi ¢ Xa, VX, U.;nl/_\'??’, odprin v X4 v X,
=5m = X,z Xq. Pq\.v]ﬂ& - X NRYVU ZCRpNA Z

Gr(2in) je nemzepnu.

m Defwival; smo odpr‘l‘o pfalw'r\‘ie. EU.,‘...,U..\\, )c\\er Je U,
mwoicu Hskih <lewmentov , ki ivvm]'q newitelni koeRuent Pri

iy AmA €y 2o wthe  Catmtiy, Prvedti @ do, du i Uiny 40
zavsha 0. Voak Uj o izowerFen afuwemu padwe AT
tovej j nemzcepen. Po lewi gledi, de o Orl&in) newecepna. B

Gr(2,n) = Grln-2,4).

D_OEJDE.F\'V\\WM« pre.shlwwq ?:Ur(l\v\\ —> (r (,V\-l\n\

YV —m v~ {xt—l&“\\f,w_ ;Z;chﬁos.
T’S&. QGtws bijektivma. Dokazati movawo, du ge re_suluma ([
2ovodki sfmb'\*"st bo potem . TCﬂv\QVV\a\. Reau\wm.s'}
\ie C)'a\m\x pvevev\\‘w\-{ na wmnozicah i po‘w'tt\'q . Zumol.‘ .simd'vije
1e 9 davalj navehiti na ent  zwmed v.\bi"\. npr. V. 2
NU\\ bo VeV, Potewa Y ewolitng pvedstuvimo = watvtko Ic];'-a
kgr e Ce AT Ve.\&'d\



[-¢ I}[EX = 0

' 3 enolitne Mloden 2 V =D r.)ms)ro'ru v+ PViP"‘k“ marika [TIT]:
koeFicient RYi €iya-ai,, pri Yervaw V' po Standerdn; baz/
prastora A je nak  ustrezemu wivarv matrike [-gs redy
T mineryi S0 jelivewi v Clewin walvike C D T e

Ye.ts\l\uvm \oves\ﬂww _ 7z



