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Uvod

V tem dokumentu so zbrane resitve nekaterih nalog iz vaj pri Teoriji mere na UL FMF
v Solskem letu 2025/26. Na zacetku vsakega poglavja je povzetek pomemnih definicij in
dejstev. Bralec lahko vecino nalog (in Se mnogo drugih) najde v [2], vsa potrebna teorija
pa je zbrana v [1].

Dokument zagotovo vsebuje veliko napak — bralcu v izziv je prepusceno, da
jih najde.

1 Merljive mnozice

1.1 o-algebre

« Naj bo X neprazna mnozica. Druzina A podmnozic X je o-algebra, ¢e ima naslednje
lastnosti:

(i) Velja X € A.
(ii) Ceje A € A, je tudi A° € A.
(iii) Ce je (An),cy C A, je tudi
U A, € A
neN
Pravimo, da je (X,.A) merljiv prostor, mnozicam A pa merljive mnoZice.
o Velja Se:
* e A
* Zaprtost za konc¢ne preseke.

* Poljuben presek o-algeber je o-algebra.

* Najmanjso o-algebro, ki vsebuje B C X, ozna¢imo s o(B).

Naloga 1.1

Naj bo (X, .A) merljiv prostor. Za mnozico E € A definiramo
Ag ={ENF | FCE}.

Dokazite, da je Ap o-algebra na E.

Resitev. (i): Velja E=FENE € Ag.

(ii): Najbo A= FENF € A. Tedaj je A= E\ A= EN A° kjer je A° komplement A v
E, A° pa komplement A v X. Sledi, da je A° € Apg.
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(iii): Naj bo (A,)nen C A. Tedayj

UAd.=U((ENE)=EN (UF) € Ap,

neN neN €N

saj je Ujen Fi € A. ]

Naloga 1.2

Za vsak n € N definiramo
A, =0c({1},...,{n}) CP(N).

(a) Dokazite, da je A, = {E CN ‘ E C[n] ali E€ C [n]},
(b) Dokazite, da je A, prava podmnozica v A, za m < n.
(¢) Dokazite, da U, ey An ni o-algebra.

Resitev. (a): Oznacimo B, = {E CN ‘ E C[n]ali EC C [n]} Najprej pokazimo, da je
B,, o-algebra.

(i): Ker je N° C [n], je N € B.
(ii): Zaprtost za komplemente velja zaradi simetri¢nosti definicije.

(iii): Naj bo (By)nen € B. Ce so vsi B; C [n], potem je tudi njihova unija vsebovana
v [n]. Podobno, ¢e so vsi Bf vsebovani v [n]. Ce pa je B; C [n] in BS C [n], pa je
UTLGN Bn - N

Ocitno B,, vsebuje vse generatorje A, torej A, C B,. Obratno, ¢e je B € B vsebovan v
[n], je unija singletonov, torej je B € A. Podobno, ¢e je B¢ C [n]. Zato je tudi B,, C A,
oziroma skupaj A, = B,.

(b): Ce je n < m, potem {m} Z [n] in {m}° & [n], torej m ¢ A,.

(c): Ce bi unija bila o-algebra, bi bila potencna o-algebra saj vsebuje vse singletone. Po
drugi strani pa je to druzina mnozic, ki so kon¢ne ali pa imajo kon¢ne komplemente. Tako
na primer 2N ¢ A, za vsak n € N in tudi ni v uniji, kar je protislovje. O

Naloga 1.3
Naj bo X neStevna mnozica in
A={FE C X | E je stevna ali E je Stevna}.
(a) Dokazite, da je A o-algebra na X.
(b) Dokazite, da je A= o({{z} | z € X}).

Resitev. (i): Ker je X¢ = ) Stevna mnozica, je X € A.

(ii): Zaprtost za komplemente velja zaradi simetrije definicije .A.
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(iii): Naj bo (A,),cy € A. Ce so vsi A; Stevni, je Stevna tudi njihova unija (Stevna unija
Stevnih mnozic je stevna). Recimo, da je A; € A nestevna (in A§ stevna) mnozica. Tedaj

€N €N

torej je komplement unije Steven.

Oznac¢imo B = o({{r} | z € X}). O¢itno A vsebuje vse generatorje B, torej B C A. Ce
je A € A stevna mnotzica, je Stevna unija singletonov, torej je vsebovana v B. Podobno
velja, ¢e je A° Stevna mnozica, torej je A C B. Skupaj smo dokazali A = B. H

Naloga 1.4

Naj bo A neskoncna o-algebra.
(a) Dokazite, da v A obstaja neskonéno strogo padajoce zaporedje paroma razlicnih
mnozic.

(b) Dokazite, da je kardinalnost neskon¢ne o-algebra vsaj kontinuum.

Resitev. (a): Pois¢imo pravo merljivo podmnozico, ki ima neskonéno merljivih podmno-
zic. Naj bo ) # E # X merljiva podmnozica. Pokazimo, da ima ena od mnoZic E in
E¢ iskano lastnost. Ce je F' € A, potem sta F'N E in F N E° merljivi mnozici za kateri
velja ' = (FNE)U(FNE*°). Ceima E m merljivih podmnozic, £ pa n, potem dobimo
najve¢ m - n moznih F € A, kar je v protislovju z neskoncnostjo \A.

Naj bo Ey = X in E; tista od mnozic E in E€ ki ima neskonc¢no merljivih podmnozic.
Tedaj je Apg, neskoncna o-algebra. Nadaljujemo induktivno in dobimo strogo padajoce
zaporedje (En)neNo'

(b): Naj bo f: P(N) — A preslikava podana z S — U;es(E; \ Eit1). Pokazimo, da je
injektivna. Mnozica F; := E; \ E;11 # () so paroma disjunktne, saj F; strogo padajo. Ce
sta S in T razliéni podmnozici N, brez skode za splosnost obstaja = € S\ T. Tedaj je
F, C J(S) in F, € J(T), torej [(S) # f(T). Sledi [R| = [P(N)| < Al 0

1.2 Pozitivnhe mere

 Pozitivna mera na merljivem prostoru (X, .A) je preslikava pu: A — [0, oo], ki zado-
Sca:

(i) u(®) =0,
(ii) Ce so Aj, Ay, ... paroma disjunktne mnozice iz A, potem je

7 (pl An> = ni 1(An).

o Mera je koncna, ¢e je u(X) < oo.

o Velja se:
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* Monotonost: u(A) < u(B) za A C B.

* Za poljubne mnozice Ay, As, ... iz A velja
o (U An> < D u(An).
n=1 n=1

e Najbopu: A— [0, 0] koncna aditivna funkcija, kjer je (X, .A) merljiv prostor. Teda]
je p mera natanko tedaj, kadar za vsako narascajoce zaporedje (A, ),eny mnozic velja

A(VENESTVIES
o Iz splosnega zaporedja (A, )nen lahko tvorimo narascajoce zaporedje

Bn: UAl

=1

« Naj bo (X, A, ;1) prostor z mero in (A, ),en padajoce zaporedje mnozic v A. Ce je
1(A1) < oo, potem je

p (ﬂ An> = lim p(An).
n=1

» Lastnost £ velja za skoraj vse z € X, ¢e je p({z | £ ne velja za z}) = 0.

e Mera p na X je o-koncna, ¢e lahko zapisemo X kot stevno unijo (paroma disjunk-
tnih) mnozic s konéno mero.

o Mera p na X je semi-koncna, ¢e ima vsaka mnozica z neskoncno mero podmnozico
s kon¢no pozitivno (nenicelno) mero.

Naloga 1.5

Naj bo (X, A, pt) merljiv prostor s pozitivno mero. Dokazite, da za merljivi podmnozici
A, B € A velja
p(AU B) + (AN B) = p(A) + pu(B).

Resitev. Ker je
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB)
unija disjunktnih mnozic, velja
WA U B) + (AN B) = u(A\ B) + u(B\ A) + 2u(A N B)

— u((A\ B)U(AN B)) + u((B\ A)U (AN B))
— j(A) + u(B). =
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Naloga 1.6

Naj bo (X, .A, u) merljiv prostor s konéno mero. Recimo, da je mera merljive mnozice
A € A enaka pu(X). Dokazite, da za poljubno mnoZico B € A velja u(B) = p(AN B).

Resitev. Upostevamo monotonost mere in dobimo

u(4) < p(AU B) < pu(X) = p(A),
kar pomeni, da je pu(A) = u(A U B). Iz prejsnje naloge vemo, da je

(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B) = p(aU B) + u(B).

Ker je mera p konéna, lahko krajsamo in dobimo u(B) = u(A N B). O
Resitev. 1z p(A) = (X)) = u(A) + u(A°) sledi p(A°) = 0. Torej je

u(B\ A) = u(B 0 A%) < p(A%) = 0
0ziroma

4(B) = W(AN B) + u(B\ A) = y(AN B). .
Naloga 1.7

Naj bo (X, A, p) merljiv prostor in (E,),en zaporedje mnozic iz A.
(a) Dokazite, da velja
I < L_J1 nom En> < liminf u(E,).
(b) Dokazite, da je mnozica
U N E
m=1n=m
enaka mnozici vseh x € X, ki so vsebovani v vseh razen v konéno mnogo mno-
zicah E,,.

(c) Ce je > u(E,) < oo, dokazite, da je skoraj vsak z € X vsebovan v kon¢no
n=1
mnogo mnozicah F,,.

Spomnimo se definicije: iminf,, o a, = lim,, o (inf,>, T).

Regsitev. (a): Definiramo narasc¢ajoce zaporedje E, = Mooy, B Tedaj je

(U ) =t (B2) = i ( O ).
Preostane Se

o7 52) < st i

m>n
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Za vsak m > n je

m Ek - Em7
k=n
torej po monotonosti
w(N 5 < i
k=n
Sedaj na obeh straneh neenakosti uporabimo inf, upostevamo, da je leva stran neodvisna
od m in dobimo, kar smo zeleli.

(b): To mnozico ozna¢imo z N. Naj bo x € N. Potem obstaja taksen ng, da za vsak
k > ng velja x € Ey. Torej je v € ;2 E, oziroma x € Uy Nz, En-

Obratno, ¢e je x € Uy,_1 N~ £, potem obstaja takSen m, da je x € N2, E,,, torej za
vsaj ¢ > m velja x € E;, kar pomeni, da je x € N.

(c): TO DO

Naloga 1.8

Naj bo (X, A, p) merljiv prostor z neskon¢no mero.
(a) Dokazite, da je vsaka o-kon¢na mera semi-kon¢na.

(b) Ce je u semi-konéna mera, dokazite, da za vsak ¢ > 0 obstaja taksen E € A, da
je c < u(F) < oo.

(c) Ce je p o-koncna, dokazite, da za vsak ¢ > 0 obstaja taksen E € A, da je
c < u(E) < 0.

Resitev. (a): Naj bo X = (02, X,,, kjer so X,, paroma disjunktne mnozice s kon¢nimi
merami, in A mnozica z neskon¢no mero. Tedaj je

A= G(XnﬂA)

n=1

unija paroma disjunktnih mnozic in velja
00 = p(A) = 3 u(Xo (1 A) #0.
n=1

To pomeni, da obstaja taksen n € N, da je u(X, N A) # 0. Po drugi strani pa je
u(X, NA) < pu(X,) < oo, torej je mera X, N A konéna, kar pomeni, da je pu semi-koné¢na.

(b): Naj bo
C:=sup{pu(X') | X' € A u(X") < oo}

Dokazati zelimo, da je C' = co. Recimo, da je C' < co. Tedaj obstaja taksno zaporedje
(An)nen, da je lim, o pu(A,) = C. Sedaj tvorimo narascajoce zaporedje
n
Bn = U Ai7

=1

8
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za katerega velja U, A; = U, B;. Torej je
u <U An> = p (U Bn> = lim p(B,).
n=1 n=1
Ker je
1(By) < ZN(A1> < 00,
i=1

iz definicije C' sledi u(B,) < C. Po drugi strani pa, ker je za vsak n € N

i(U ) 2w,
sledi
iz <fj An> > C,
iz ¢esar skupaj dobimo "
(G)-o{Gn) -

Ker je u(X) = oo, to pomeni, da je

(9] )

Ker je u semi-kon¢na, torej obstaja taksna mnozica E C (U2, A,), daje 0 < pu(E) < oc.

Sledi
00 > [ (EU (G An>> =uw(E)+p <n©1An> > C,

n=1

kar pa je v protislovju z definicijo C.

(c): Sledi iz tock (a) in (b). O

Naloga 1.9

Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s pozitivno mero . Za poljubno mnozico £ € A

definiramo
po(E) = sup {u(F) | p(F) < oo, F C E,F € A}.

Dokazite, da je po pozitivna mera na (X, A).
Resitev. TO DO O

Naloga 1.10

Naj bo (X, A, p) merljiv prostor s pozitivno mero in naj bodo (E,).en taksne merljive
mnozice, da velja u(E, N E,,) = 1 za poljubna n, m € N. Izracunajte

(=)
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Resitev. TO DO O

Naloga 1.11

Naj bo (X, A, 1) verjetnostni® prostor in naj bo (E,)nen taksno zaporedje merljivih
mnozic, da je 1 stekalisce zaporedja (u(E,))nen. Dokazite, da za vsak 0 < ¢ < 1
obstaja taksno podzaporedje (E,, )ken, da velja

u(ﬁ Enk> > €.

k=1

“u(X) =1
Resitev. TO DO O]

1.3 Zunanje mere

o Zunanja mera na X je preslikava £: P(X) — [0, oo], ki zadosca:
* £(0) =0.
* &£(B) <&(A) za B C A.

* Za vsako zaporedje (A,,) velja
e(0a) = e
n=1 n=1

Mnozica A C X je &-merljiva, Ce je
§V) =E(ANY) +£(A°NY)
za vse Y C X. Mnozico vseh &-merljivih mnozic ozna¢imo z Ae.
o Ekvivalentno je mnozica A C X &-merljiva, ce je
§V) 2 8(ANY) +£(A°NY)
zavse Y C X, £(Y) < oc.

« Carathéodory: Ce je { zunanja merana X, je A¢ o-algebra, &| 4, mera in (X, Ag, £|4,)
poln prostor z mero.

Naloga 1.12
Naj bo & zunanja mera na potencéni mnozici neprazne mnozice X in A C X poljubna

mnozica. Naj za mnozico B C X velja £(B) = 0. Dokazite, da je B {-merljiva in
izracunaj (AU B).

10
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Resitev. Zaradi monotonosti velja
EY NB)+&(Y NB) <EB)+E(Y) =E(Y),
torej je B &-merljiva. Iz
£(A) S E(AUB) < E(A) +&(B) = £(A)
sledi £(AU B) = £(A). 0

Naloga 1.13

Naj bo ¢ zunanja mera na potenéni mnozici neprazne mnozice X in £ C X poljubna
&-merljiva mnozica v X. Dokazite, da za poljubno podmnozico A C X velja

§(AUE) +E(ANE) =¢(A) +£(E).

Resitev. Ker je £ € Ag, velja

S(AUE) =(((AUE)NE) + (AU E) N EY) = (E) +£(A\ E).

Sledi
S(AUE) +E(ANE) =&(E) +§(A\ E) + (AN E)
=¢(E)+{ANE)+EANE)
= &(E) +¢(A). O
Naloga 1.14

Naj bo ¢ zunanja mera na potencni mnozici neprazne mnozice X in naj bo A poljubna
podmnozica v X. Naj za vsak ¢ > 0 obstaja taka £-merljiva podmnozica F C A, da
je £(A\ E) < e. Dokazite, da je A &-merljiva.

Resitev. Za vsak n € N obstaja taksna {-merljiva mnozica E, C A, da je ((A\ E,) < %
Mnozica

E::UEngA
n=1

je &-merljiva po Carathéodoryjevem izreku. Za vsak n € N velja

EANE) SEANE,) < -,

zato je {(A\ E) = 0, kar po zgornji nalogi pomeni, da je A\ £ € A¢. Ker je A¢ o-algebra,
je A= (A\E)UE € A;. O

11
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1.4 Polalgebre in razsiritve mer

o Preslikava p: A — [0, 00] je mera na algebri A, ¢e je
* (0) = 0.

x Ce je (A,), zaporedje disjunktnih mnozic iz S in je njihova unija v A, potem
je

H (G Az‘) = iM(Ai)-
 Polalgebra je mnozica S C P(X), ki zadosca:
xPeS.
x Ceje A,B€ S, potemje ANBES.
x Ceje A€ S, je A kontna disjunktna unija mnozic iz S.
o Preslikava p: & — [0, 00| je polmera, ce
* 1(0) = 0.

x Ceso A;,..., A, € S paroma disjunktne in je njihova unija v S, potem je
K (U Ai) = ZN(Ai)-
i i=1

x Ce je (A,), zaporedje disjunktnih mnozic iz S in je njihova unija v A, potem
je

p (U Ai) <> (4.
i i=1
e Naj bo S polalgebra na mnozici X. Tedaj je algebra generirana z S enaka druzini

vseh koné¢nih disjunktnih unij iz S.

Naslednjo trditev (nalogo) smo navedli na predavanjih, dokaz pa pustili za na vajah.

Naloga 1.15

Naj bo S polalgebra na X in A algebra na X generirana s §. Naj bo p polmera na
S. Za A € A definiramo

(4) = Z H(Ay),

kjer je A = Uj_; A; neka koncna disjunktna unija mnozic iz §. Dokazite, da je fi
dobro definirana enoli¢no doloc¢ena mera na algebri A, ki razsirja polmero pu.

12
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Resitev. V [1, Izrek 2.6.3] je dokazano vse, razen enoli¢nosti.

Enolicnost: Naj bo [i’ Se ena takSna mera. Tedaj je
il (Z Sj) Z = Sy =f (Z Sj) : O
j=1

1.5 Lebesgue-Stieltjesove mere

« Naj bo f: R = R narascajoca levo-zvezna funkcija. Tedaj je ps takSna polna mera
na L£(R) (Lebesgueova g-algebra), da velja

py(la, b)) = f(b) = f(a)
puy((=00,0)) = f(b) = f(=o00) = f(b) — lim f(z)

T—r—00

py([a,50)) = f(o<) — f(a) = lim f(z) - f(a)

o Ce vzamemo f(z) = z, dobimo Lebesgueovo mero m, za katero je mera intervala
enaka njegovi dolzini.

Naloga 1.16

Naj bo E podmnozica [0, 1] z Lebesgueovo mero 1. Dokazite, da je E gosta v [0, 1].

Resitev. Recimo, da E ni gosta v E. Tedaj obstaja takSen a € [0,1] in ¢ > 0, da je
EN(a—e,a+¢e)=0. Tedaj velja

p(E) <[0,1]\ (a —e,a+¢) < 1,

kar je protislovije. O]

Naloga 1.17

Racionalna stevila razvrstimo v zaporedje (7,,)nen in definiramo

1
Ali je A = R?

Resitev. 1z ,

x 2 s
ety
sledi A # R. ]

Enakost 3777 n—lg = %2 je znana tudi kot Baselski problem.

13
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Naloga 1.18

Za poljuben € > 0 poiscite taksno neprazno gosto podmnozico £ C R, da velja
m(E) < e.

Resitev. 1z prejsnje naloge sledi, da je ustrezna mnozica

3e
A= U { = 27Tn+727r2n2 ) O]

Mnozica A je gosta, saj vsebuje vsa racionalna stevila.

Naloga 1.19

Naj bo f: R — R narascajoca levozvezna funkcija in ;1 njena pripadajoca Lebesgue-
Stieltjesova mera. Izracunajte pr od [a,b], {a}, (a,b] in (a,b). Kdaj je pr({a}) =07

Resitev. Ker je

0=

n=1

presek padajocega zaporedja, je
) 1
pr({a}) = lim gy <[ ))

“ra
zlimf( )
= lim f(z) — f(a)

= f(a®) = f(a).
Ker je f narasajoca, limita f(a™) obstaja. Sledi, da je us({a}) = 0 natanko tedaj, kadar
je f zvezna v a.

Dobljeno upostevamo pri izrac¢unu preostalih mer:

pr(la, b) = up([a,0) + pp({0}) = f(b) = fla) + f(07) = f(b) = F(b") — f(a),
pr((a,]) = (b)) — ppi{a} = f(0F) = f(a) = f(a®) + f(a) = f(b7) = f(a®),
pr((a,0)) = pg(fa, b)) — pela} = f(b) = fla) = f(a®) + fa) = f(b) = f(a®). O3

Pomembna opazka je, da imamo opravka s koncnimi kolicinami, torej je odstevanje res
dobro definirano.

Naloga 1.20

Realno os opremimo z Lebesgueovo mero m. Naj bo K neprazna kompaktna podmno-
zica v R. Dokazite naslednji trditvi.

(a) Velja pu(K) < 0.
(b) Ceje 0 < A < m(K), potem obstaja taka kompaktna podmnozica L v K, da je

m(L) = A

14
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Resitev. (a): Kompaktne podmnozice R so omejene, torej obstaja taksen M > 0, da je
M C[-M, M]. Sledi u(K) < u([—M, M]) =2M < oco.

(b): Naj bo M taksen kot zgoraj in f: [-M,M] — [0,00] funkcija, definira z t
m([—M,t]NK). Velja f(—=M) =01in f(M) = m(K). Ce je f zvezna, nam izrek o vimesni
vrednosti pove, da zavzame vse vrednosti na intervalu [0, m(K)].

Pokazimo, da je f zvezna. Naj bo € > 0 in ¢,s € [—M, M|, kjer je t < s. Tedaj velja

[f(s) = F()] = [m([=M, s] N K) = m([=M, 1] N K)|
= [m(([=M,t]NK) U ((£,s] N K)) —m([=M, ] N K))
= |m([-M,t ]ﬂK)+m((t,s]ﬂK)—m([—M,t]ﬂK)|
= m((t, s]) N
<s—t.

Sledi, da je f (Lipshitzevo) zvezna, torej obstaja taksen ty € [—M, M|, da je m([—M,to]N
K) = A\. Mnozica L := [M,ty] N K je zaprta in omejena, torej je kompaktna. O

2 Integral

2.1 Merljive preslikave

» Naj bosta (X,.A) in (Y, B) merljiva prostora. Preslikava f: X — Y je merljiva, ce
je praslika vsake merljive mnozice merljiva.

o CejeB= o(F), potem zadosca, da preverimo, da so praslike elementov F merljive.
V posebnem je f: X — R (Borelovo) merljiva, ¢e je f~1((—o00,a)) € Azavsea € R
(ekvivalentno lahko imamo tudi intervale drugac¢ne oblike: (—o0, al, (a, 00), [a, 00),
(av b)v [a’ b)? (a’ b]’ [a7 b])

e Velja, da je f: X — C Borelova natanko tedaj, kadar sta Re f in Im f Borelovi.

o Preslikava f: X — [—00, o0] je merljiva natanko tedaj, kadar so merljivi vse praslike
intervalov oblike [—oo, a], tj. f~!([~o00,a]) € A za vse a € R.

Naloga 2.1

Dokazite, da je funkcija sgn: C — C,

Borelovo merljiva.

Resitev. Prerimo na generatorjih. Naj bo U C C odprta mnozica. Dokazimo, da je

sen”}(U) € B(C).

o Ce 0 ¢ U, potem je sgn zvezna. Torej je sgn~!(U) odprta in zato merljiva.
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« Ceje 0 € U, potem je sgn ' (U) = {0} Usgn=(U \ {0}). Mnozica {0} je zaprta,
mnozica sgn~ (U \ {0}) pa zaprta (zaradi zveznosti), torej sta obe merljivi, kar
pomeni, da je merljiva tudi njuna unija. O

Naloga 2.2

Naj bo X neprazna mnozica in A = {(), X} trivialna o-algebra na X. Poiscite vse
merljive preslikave f: X — R.

Resitev. Recimo, da je f: X — R merljiva. Ker je X neprazna mnozica, obstaja a €
f(X), torej je praslika merljive mnoZice {a} neprazna merljiva mnozica, kar pomeni, da

je f1(a) = X.
Sledi, da so konstante preslikave edine merljive preslikave iz X v R. O]

Naloga 2.3

Dokazite, da lahko vsako kompleksno merljivo funkcijo zapisemo kot linearno kombi-
nacijo stirih nenegativnih merljivih funkcij.

Resitev. Funkcijo f: X — C lahko zapisemo kot
f=Ref+Imf=R"+R +i(It—-1),
kjer je R*(z) = max {0, 4+ Re f(z)} in podobno I* max {0, +Im f(x)}.

Velja 1
R* = 5 (Re(f) + [Re(f)]),

Ker je Re merljiva in |-| zvezna, je RT merljiva. Podobno velja za R~, I in I'. O

Zgoraj smo upostevali tudi, da so linearne kombinacije merljivih preslikav z vrednostmi v
R alt C merljive.

Naloga 2.4

Naj bo (X, A, 1) poln merljiv prostor in g: X — R merljiva funkcija. Recimo, da
funkcija f: X — R enaka funkciji g skoraj povsod. Dokazite, da je f merljiva.

Resitev. Naj bo U C R odprta mnozica in B = {x € X | f(z) # g(z)}, kjer vemo, da je
p(B) = 0. Zapisemo lahko

fU) = U)NB)U(f(U)\ B).
Pokazimo, da imamo unijo dveh merljivih mnozic.

e Za mnozico f~1(U) N B velja u(f~*(U) N B) < pu(B) = 0. Torej je f~1(U) N B
merljiva, saj je X poln merljiv prostor.

16



Jan Pantner Vaje iz teorije mere

e Mnozica f~'(U) \ B je presek dveh merljivih mnoZic:
U\ B={z€ X | f(z)=g(z) €U} =g (U)N B"

Torej je f~1(U) merljiva. O

Naloga 2.5

Naj bo (X, .A) merljiv prostor in f: X — R funkcija.

(a) Naj ima f Stevno zalogo vrednosti. Pokazite, da je f merljiva natanko tedaj,
kadar ja za vsak x € R mnozica f~!(z) merljiva v X.

(b) Najima X kardinalnost kontinuuma. Pois¢i primer o-algebre na X in nemerljive
funkcije f: X — R, za katero je mnoZica f~'(z) merljiva za vsak x € R.

Resitev. (a): (=): Singletoni so zaprti, zato je f~!(z) € A za vsak z € R.

(«<): Naj bo U C R odprta mnozica. Tedaj je

f‘l(U>=f‘1(Uﬂf(X))=f‘1< U {y}): U 'y €A
0 (X)

yeunyf yeUnf(X)

Stevna
saj imamo Stevno unijo merljivih mnozic f~'({y}).

(b): Naj bo
A:={F C X | E je stevna ali E° je Stevna} .

V prejsnjem poglavju smo pokazali, da je to res o-algebra. Naj bo f: X — R bijektivna
funkcija. Tedaj so praslike singletonov singletoni, po drugi strani pa f~!([0,1]) ni Stevna,
niti ni Steven njen komplement, torej ni merljiva. [

Produktna o-algebra

« Naj bosta (X, .A) in (Y,B) merljiva prostora. Produktna o-algebra na X x Y je
najmanjsa o-algebra, za katero sta projekciji p: X XY — X ing: X XY —- Y
merljivi.

o Generirana je z merljivi pravokotniki:
AdB=0c{AxB|Ac A BecB}).
Ce je A = o(F) in B = 0(G), potem je
AB=c({FxY |YeFtU{X xG|GegG}).

« Naj bo (fy),en zaporedje merljivih funkeij X — [—o0, 00]. Ce f, — f po tockah,
potem je f merljiva.

e Naj bo f: X — [0,00] merljiva funkcija. Tedaj obstaja taksno narascajoce zapo-
redje (s,),cy Stopnicastih merljivih funkcij, da s, — f po tockah. Konvergenca je
enakomerna na vsaki mnozici na kateri je f omejena.
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Naloga 2.6

Naj bodo (Xj,Aj), kjer je 1 < j < n, merljivi prostori in f;: X; — R merljive
preslikave. Dokazite, da je preslikava F': X; x --- x X, — R, definirana s predpisom

F(ZL‘l, . ,C(Zn) = fl(xl) 000 fn(l'n),

merljiva gleda na produktno o-algebro A & --- ® A,.

Resitev. Naj bo g;: X; x --- x X,, = R definirana z predpisom g; = f; o m;, kjer je 7,
projekcija na j-to komponento. Ker je g; kompozitum merljivih preslikav, je merljiv.
Tedaj je

= ng
j=1

produkt merljivih funkcij, torej je f merljiva. O]

Naloga 2.7

Naj bo (X, A, u) merljiv prostor in (X , A, ;1) njegova napolnitev. DokaZite, da za
A-merljivo funkcijo f obstaja taka A-merljiva funkcija g, da je f = ¢ skoraj povsod
glede na mero p.

Opomba: Pogost nacin, da nekaj dokazZemo za “vse” funkcije, je, da postopoma dokazemo
za karakteristicne, stopnicaste, nenegativne in splosne kompleksne (vsota stirih pozitivnih
po nalogi 2.3).

Resitev. Imamo
Z:{AUS|A€A,S§N€A,ﬂ(N):0}, (AU S) =pu(A).

Karakteristicne funkcije: Naj bo A € Ain f = yx4. Tedaj lahko zapiSemo A = BU S za
Be Ain S CN € A, kjer je u(N) = 0. Definiramo g := yp. Tedaj je

{reX | flz)#g(x)} =A\BCS.
Ker velja ii(S) = n(0 U S) = u(0) = 0, sledi
p({z e X | fz) # g(x)}) =0,
torej je f = g skoraj povsod glede na mero 7i.

Stopnicaste funkcije: Naj bo f stopnicastna (ima konc¢no zalogo vrednosti) in
n
f = Z QX Ajs
j=1

kjer je aj € C, A; € A, zapis v kanoni¢ni obliki (mnozice A; so paroma disjunktne). Ce
zapiSemo A; = B; U S; in definiramo

g= Z Q5XBj»
j=1
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potem je

{reX | f@)#9(x)}=US;

Ker velja fi(S;) = 0 za vsak j, je f = g skoraj povsod glede na mero 7.
Nenegativne funkcije: TO DO
Kompleksne funkcije: TO DO O

Naloga 2.8

Naj bo F € {R,C}, (X,.A) merljiv prostor in (f,: X — F),en zaporedje merljivih
funkcij. Dokazite, da je mnozica vseh z € X, za katere zaporedje (f,(z)), . konver-
gira, merljiva.

neN

Resitev. Ker je F poln metri¢ni prostor so konvergentna zaporedja natanko Cauchyjeva
zaporedja. Torej velja

A::{xEX‘EILxGF. Jgrglofn(x):[/x}

={x € X | (fu(x))nen je Cauchyjevo zaporedje}
={x e X |Ve>0.3ng € N.Vn,m >ng. |fu(z) — fr(x)] <e}
={re X |VkeN. dngeN.Vn,m>ng. |fulz) — fiu(z)| < 1/k}

=N U N N (fa=fal ) 0,1/k) € A O

keN ngeNn>ng m>ng

merljivo
Stevno

Naloga 2.9

Naj bo f odvedljiva funkcija na R. Dokazite, da je odvod f’ Lebesgueovo merljiva
funkcija.

Resitev. Za vsak x € R velja

fle+s) = fl) 1
folz) == ( 1) :n<f(x+n>—f(m)>.
To so zvezne preslikave, torej so tudi merljive. Za vsak z € R velja

f'(x) = lim fo(z).

n—o0

Zaporedje merljivih funkcij (fy),cy torej konvergira po tockah proti f(r), kar pomeni,
da je f’ merljiva funkcija. O
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2.2 Nacini konvergence

e Naj bo (fn),cy zaporedje merljivih funkcij na X. Tedaj:
* fo 222 f skoraj povsod, Ce je pu({x € X | fu(z) » f(z)}) = 0.

*x fo 222 f skoraj enakomerno, Ce za vsak € > 0 obstaja taksna merljiva mno-
zica A, z mero u(A°) <e, da fu|a — f|a enakomerno na A.

n—00

* fn —— f po meri, Ce za vsak ¢ > 0 velja

n({x € X | [fulz) = f(2)] 2 e}) 225 0.

e Veljajo naslednje lastnosti:
x Ce f, — f skoraj enakomerno, potem f,, — f skoraj povsod.
x Ce f, — f skoraj enakomerno, potem f, — f po meri.

* (Jegorov) Naj bo u(X) < oo. Ce f, — f skoraj povsod, potem f, — f skoraj
enakomerno.

Dokaz. Dokazimo drugo lastnost. Naj bo € > 0 in

A= ({z € X | [fule) - @) 2 <}).

Recimo, da f, — f skoraj enakomerno. Tedaj za vsak § > 0 obstaja taksen A € A, z
(A <6, da f, — f enakomerno na A. Zapisemo lahko

A, = (A, NA)U (A, NA.

Ker f, — f enakomerno na A, obstaja takSen N € N, dazan > N velja |f.(x) — f(z)| <
e. To pomeni, da za vsak x € A velja A, N A = 0. Velja Se pu(A, N A°) < u(A°) < 9.

Ce zdruzimo zgornji dejstvi, dobimo, da za vsak n > N velja
fu(An) = p(An 0 A) + p(An 0 A%) <6,

kar pomeni, da je
lim u(A,) =0. O

n—oo

Naloga 2.10

Merljiv prostor (N, P(N)) opremimo z mero stetja tock pu.

(a) Dokazi, da zaporedje (fy),cy
takrat, ko konvergira povsod.

(b) Dokazi, da zaporedje (fy), oy konvergira skoraj enakomerno proti funkciji f na-
tanko takrat, ko konvergira enakomerno.

(c) Dokazi, da zaporedje (f5),,cn
ko konvergira enakomerno.

konvergira skoraj povsod proti funkciji f natanko

konvergira po meri proti funkciji f natanko takrat,
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Resitev. (a): Prazna mnozica ima mero 0, torej konvergenca povsod implicira konver-
gence skoraj povsod. Recimo, da f,, — f skoraj povsod. Torej

p{z € N| fulz) » f(z)} = 0.
Edina podmnozica N z mero 0 je ), torej

{zr e N fulz) » f()} =0,
kar pomeni, da imamo konvergenco povsod.

(b): Enakomerna konvergenca oc¢itno implicira skoraj enakomerno konvergenco. Recimo,
da f, — f skoraj enakomerno. Potem za ¢ = 1/2 obstaja taksna merljiva mnozica A,
z mero p(A°) < 1/2, da f,|a — f|a enakomerno na A. Edina merljiva mnozica z mero
manj$o od 1/2 je prazna mnozica, torej je A° = () oziroma A = N. Torej f, konvergira
enakomerno proti f na N.

(c): Zgornja trditev nam pove, da skoraj enakomerna konvergenca implicira konvergenco
po meri. Recimo, da f, — f po meri. Tedaj za vsak € > 0 velja

p{z €N |fule) - fl2)] 2 €}) == 0.
To pomeni, da obstaja taksen N € N, da za vsak n > N velja

p{z e N[ |fu(z) = fx)] = e}) <1

oziroma

{r eN[|fulz) = flz)| = e} =0
Sledi, da za n > N velja |f,(z) — f(z)| < € za vsak © € X, torej imamo enakomerno
konvergenco. O

Naloga 2.11

Merljiv prostor (N, P(N)) opremimo z mero stetja tock p. Definiramo

Jn = X{meN | m>n}-

Ali (f,)n € N konvergira po tockah/po meri/skoraj enakomerno?

Resitev. Naj bo k € N. Velja
1, k>n
-

0: k<n’
torej fn(k) 2=>% 0, kar pomeni, da f,, konvergira po tockah proti 0.

Iz prejsnje naloge vemo, da so skoraj enakomerna konvergenca, enakomerna konvergenca
in konvergenca po meri na tem prostoru ekvivalentne. Pokazimo, da nimamo enakomerne
konvergence.

Recimo, da imamo enakomerno konvegenco. Tedaj za vsak € > 0 obstaja taksen N € N,
da za vsak n > N in vsak k € N velja |f,(k)| < . To je v nasem primeru ekvivaletno
temu, da obstaja taksen N € N, da za vsak n > N in vsak k € N velja f,,(k) = 0. Slednje
ne drzi, saj velja fx(Ng+ 1) = 1. O
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S tem smo pokazali, da konvergenca po tockah ne implicira skoraj enakomerne konvergence
oziroma konvergence po meri.

Naloga 2.12

Naj bo podano zaporedje (@), oy realnih stevil. Za vsako naravno stevilo n definiramo
funkcijo f,: R — R s predpisom
fa(@) = an X[—nm ().

(a) Poiscite potreben in zadosten pogoj, da zaporedje (f,),, oy konvergira po tockah
proti nicelni funkciji.

(b) Poiscite potreben in zadosten pogoj, da zaporedje (f,), oy konvergira po Lebe-
sgueovi meri proti nicelni funkciji.

Resitev. (a): Ce f, — 0 po tockah, potem je lim,_,o f,,(0) = lim, o a,, = 0.
Recimo, da je lim,,_,, a, = 0. Opazimo, da za poljuben x € R obstaja taksen M € N, da
je x € [-M, M]. Torej velja

A0, fu(®) = [0 frra(2) = Jim aniar =0,

S tem smo pokazali, da je lim,,_,,, a,, = 0 potreben in zadosten pogoj.

(b): Velja

[=n,n]; Jan| =€
eR||fn > e} = ,
{e €R | |fule)| > 2) {O; M
torej je
2n;  lan| > €
p{zeR [ [fulz)] Ze}) =1
0; Jau| <e
Sledi, da
p{z € X | |fula) = f(2)] 2 e}) =0
natanko tedaj, kadar lim,, .., a,, = 0. ]
Naloga 2.13

Naj bo (X, A, i) merljiv prostor s pozitivno mero in naj zaporedji (fy),cy i (9n),en
merljivih funkcij zaporedoma konvergirata po meri proti f in g.

(a) Dokazite, da zaporedje (fn + gn),cy Konvergira po meri proti f 4+ g.

neN
b) Recimo, da je f = g = 0. Dokazite, da zaporedje (f,.gn konvergira po meri
neN
proti nicelni funkciji.
(c) Alivelja: Ce je f = 0, tedaj zaporedje (fngn),cy konvergira po meri proti nicelni
funkciji.
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Resitev. (a): Naj bo € > 0. Vemo, da velja

Fi=p({z € X ||fulx) - f)] 2 ¢/2}) =0 in
G=pu({r € X | lga(2) — g(x)] = ¢/2}) == 0.

Iz
|fu(2) + gn(z) — f(2) — 9(2)] < |ful2) = f(@)] + |gn(z) — g(2)],
sledi
{z € X [ |ful@) + gul@) = f(z) —g(@)| Z e} C{z € X | [fulz) — f(z)| = €/2}U
{r € X | |gn(z) —g(z)| = €/2}.
Torej je

p{z € X | ful@) + gal2) = f(z) = g(w)] 2 €}) < F + G ==>0.

(b): Ker velja

{z € X [ |fa(@)ga(@)} € {z € X | |ful@)| 2 VE} U {2 € X | |gu(a)] = VE}.
Flo=p({z e X | |fal@)| > VE}) =50 in
G = p({ze X ||gm@) > Ve}) =20,

sledi
0<pu({zeX||fal@)gn(z)]}) < F' +G ==0.

(c): Ne. Protiprimer je f,: R — R, kjer je f,(z) = L in g,(z) = =, saj velja

m{z € R| fu(z)gn(z) > }) =m ((—o0, —¢ - n]U[e - n, c0]) = 0. O

Naloga 2.14
Naj bo (X, A, u) prostor z mero in ( f,,)nen zaporedje merljivih funkeij na X. Recimo,

da sta f in ¢ taksni merljivi funkciji, da je f, — f po meri in g, — g po meri.
Dokazite, da je f = g skoraj povsod.

Resitev. Naj bo € > 0. Vemo, da velja

F=p({z € X ||fulx) - fx)] 2 €}) == 0 in
Gi=pu({z € X ||ga(z) — g(x)| > e}) == 0.

Dokazimo, da velja p({z € X | |f(z) — g(x)| # 0}) = 0. Najprej opazimo

[f (@) = g(2)] = [f(x) = fu(@) + fulz) — g(2)]
< [f(2) = ful)] + [fulz) — g(2)],
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torej je

{re X /() —g(@)[ = e} <{z e X ||fulz) - fx)| = &/2} +
H{z e X ||/fu(z) - g(x)] = £/2}

Sledi

{reX||f(x) —g(@)] e} < Ft+p({z € X ||fulx) - glz)] = }) == 0

kar pomeni, da je
Ap ={z e X [ [f(z) —g(z)| # 0}

narascajoce zaporedje, za katerega velja pu(A,) = 0 za vsak 0. Ce definiramo

A={zeX | fa)—g(e)#0}= | An
n=1
dobimo

)= (U 4n) = Jing ) = 0

2.3 Integral nenegativne merljive funkcije

« Naj bo (X, A, u) prostor z mero. Za stopnicasto funkcijo

n
s =D ciXan
i=1

kjer je (A;);_, pokritje (Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da so te
mnozice paroma disjunktne. V tem primeru pravimo, da imamo zapis v kanonicni
obliki.) mnozice X, definiramo

[oin= ety
X i=1
Za nenegativno merljivo funkcijo f: X — [0, oc| definiramo

/ fdp =sup {/ sdpu ‘ 0 < s < f, s stopnicasta funkcija} .
X X

o LMK, Lebesgueov izrek o monotoni konvergenci Naj bo (f,), oy Darascajoce zapo-
redje merljivih funkcij. Tedaj je

ti [ dude= [ (Jm ) o

e Spomnimo se, da je funkcija f absolutno Riemannovo integrabilna na (a, b), Ce velja

/ab|f(m)| dzx < 0.
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« Ce je f Riemannovo integrabilna na [a, b], potem je

[ 1@z = [ fam,

[a,b]

kjer je m Lebesgueova mera.

« Ce je f absolutno Riemannovo integrabilna na (a,b), kjer je —oo < a < b < oo,
potem je
b
[ fayde= [ gm,
a a,b

Naloga 2.15

Naj bo f nenegativna funkcija na merljivem prostoru (N, P(N)), opremljenem z mero
stetja tock p. Po definiciji izracunajte

/Nfd,u.

Resitev. Naj bo s = >I" | ¢;xa, stopnicasta funckija. Tedaj je

o0

/NSdM = iczvu = ZS(”>

=1

Pokazimo, da enakost velja tudi za splosno nenegativno funkcijo.

(<): Za vsako tako stopnicasto funkcijo, da je 0 < s < f, velja

i s(n) < i o)

torej je

/deuz sup iS(n)Si:f(n)‘

0<s<f p=1

(>): Defiramo nenegativne stopnicaste funckije s, := fxp,. Ker je 0 <'s,, < f, sledi

[ fdn= [ sudu=3" 100
N N i=1
za vsak n € N torej je

/NfdMZij:f(n)- O

Naloga 2.16

[zracunajte

n n? cos? (%)

lim dx.
n—oo J1 n2x? 4+ 2nx +n?+1
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Resitev. Imamo zaporedje merljivih funkeij

COSQ<%>
W)= e g

'X[l,n](x)a

ki je narascajoce, saj je cos? padajoca funkcija na [0, 1], torej naraséa z n, imenovalec
ulomka pada z n in x narasca z n. Torej po LMK sledi

1 - d :/ lim £, d
&3 l,oo)f " [1,oo)nl—>nolof "

n—oo [
1
= ——dm
[1,00) 1 + 22
Velja
/OO 1 d ¢ )oo s ™ ™
r=arctanzr| =—-——=—
1 1422 1 2 4 4
torej je
1 S|
/ dm = / de =",
M1,00) 1+ 22 1 1422 4
Upostemo se
n n? cos? (%)
/ dr = lim . dm,
1 n2x2+2nz+n?+1 n—00 J[1 00)
kjer vemo, da Riemannov integral obstaja, ker integriramo zvezno funkcijo na koncem
intervalu. O]

Naloga 2.17

[zracunajte

o n 2 771212
lim [ (n°z—1)e dx,
n—oo %

n

Ce bi poskusili narediti enako kot pri prejsnji nalogs,

fole) = (P = 1) & e

ne dobimo narascajocega zaporedja. Potreben je drugacen pristop.

Resitev. Vpeljemo novo spremeljivko y = nz in dobimo
2
n 22 n )
/L(nza:—l)e dac:/l (y—%)e Y dy.
’VL2 n

Sedaj definiramo narascajoce zaporedje pozitivnih merljivih funkcij
_2
Fa®) = (v = 1) e xpamm2 ()

Funkcije f,, so (absolutno) Riemannovo integrabilne (integral zvezna funkcija na konénem
intervalu), torej je

2

/;L (y - %) €_y2 dy = /[0 o) (y — %) €_y2X[1/n7mQ] dm.
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Po LMK dobimo

. 1 —y? _ _ 1 y?
i fooo =) e dm = i (y =) € Xy dm
= ye_y dm.
0.00)

Ker je ye ¥ nenegativna in Riemannovo integrabilna, velja
o) o) 1
/ ye_y2 dm = / ye_y2 dy = —%e‘yQ
[0,00) 0

0 2

Naloga 2.18

Naj bo (X, A, i) merljiv prostor s pozitivno mero x in naj bo (fy), oy padajoce zapo-
redje realnih merljivih funkcij na X.

(a) Ceje [y fidu € R, dokazite

ti [ o= [ (Jim 5 ) d
(b) Ali trditev iz (a) velja, ce je
/ Jndp = o0
b

za vse n € N?

Resitev. (a): Zaporedje g, = fi1 — f, je zaporedje merljivi nenegativnih narascajocih
funkcij. Torej po LMK velja

tim [ (fr = fa)dp= [ Jim (fr = fu) dp
n—oo X

/ fl_ 111’11 fn
Z/Xfldu—/xgggofndu,

kjer smo pri zadnji enakosti upostevali f,, > f; in konc¢nost integralov. Iz enakega razloga
velja tudi

ti [ (= £ =l ([ frdp— [ godn)

n—oo
:/ fidu — lim/ frndp.
X n—oo Jx

Ker je [y fidup € R, sledi
lim/ fn d,u:/ lim f, du.
X X N—o0

n—0o0

(b): Trditev ne drzi. Naj bo g,(x) = % Tedaj je [z gndm = oo za vsak m. To pomeni,
da je
lim / gn dm = o0,

n—oo Jr
po drugi strani pa je
/hmgndm:/Odm:O. 0
R R

n—oo
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Naloga 2.19

[zracunajte

lim ( n > dz.
n—=o0 Jo n—+x

Resitev. Definiramo

fue) = (=) =

n+x <1+%)n.

Ce je (fn)nen padajoce zaporedje, upostevamo, da velja

o) [e’s) 2 2 [e’s)
d :/ ( ) d :4/ t72dt = —4¢7 1
/o f2<x> o 0 24x o 2

in lahko uporabimo padajoco verzijo LMK (prejsnja naloga):

oo n oo 1 oo
lim <n) dr = / lim ——xdx = / e “dxr = 1.
n—o0 /o n-+x 0 Mn—oo (1_'_%> 0

Prehod med Riemannovim in Lebesgueovim integralom smo lahko naredili, ker so funkcije
fn za n > 2 absolutno integrabilne.

[e.9]

=2 €eR,

2

Preverimo $e, da je zgordnje zaporedje (f,)nen res padajoce. Oznacimo f(y) = (14+y)'/v.

Tedaj je
1 /
7= (e (L)
=(1+y)1/y< 1 —ln(Hy)),
y(y +1) Y
kar je negativno za pozitivne y. 0

V' zgornjem primeru integral funkcije fi ni koncen, je pa koncen integral funkcije fo. To
zado$ca za uporabo padajoce verzije LMK (pomembno je samo, da so integrali koncni od
nekje naprej, saj nas zanima limitno obnasanje).

2.4 Integriranje funkcijskih vrst
e Naj bodo f,: X — [0, 0o] merljive funkcije. Tedaj je

Ainwziénw

o Za (Qmpn)munen C [0, 00] velja

0o 00 00 o0
Z Zam,n: Z Z Amn-

m=1n=1 n=1m=1
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Naloga 2.20

Merljiv prostor (N, P(N)) opremimo z mero stetja tock u. Dokazite, da za nenegativno
funkcijo f na N velja

[ fdu=>" f(n).
N n=1
Resitev. Naj bo k € N. Tedaj je

Z:l f(n) - xqmy (k) = f(k),
torej velja
f= Zf(n) “ X{n}-

S tem smo f zapisali kot vsoto merljivih funkcij. Iz prejsnje trditve zato sledi
/fdu=/ > f(n) Xy du
N N
IZ/f(n)%{n}dﬂ
n=1 N
=Y fm)u({n})

Naloga 2.21

Naj bo (X, .A) merljiv prostor in naj bo (f,),cy zaporedje pozitivnih mer na (X, A).
Dokazite, da je preslikava p: A — [0, 00|, definirana s predpisom

WE) =Y mm(B),  EeA

pozitivna mera na (X, .A).

Resitev. Ocitno velja (@) = 0. Naj bodo (A,,)nen paroma disjunktne merljive mnozice.
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Tedaj je

3
I

=
N
(G
N
3
N—————
I I
NERNE
Mg §
= :/—\
LC 8
>
N————

n=1

3
N
T

3
I
H
i~
I
o

[
M]3
hE
=
3
N
2

3
ﬂ‘
3
l

I
M]3
=
N
2
O

3
Il
—

2.5 Integral kompleksne merljive funkcije

» Naj bo (X, A, u) prostor s pozitivno mero. Definiramo

L) = {101 £: X > € [ 1f du < oo}
kjer je f ~ g natanko tedaj, kadar je f = g skoraj povsod glede na mero pu.

 Prostor L'(u) je Banachov glede na normo

1= [ 111 dp
X
o Ceje (fu)nen C L*(n) in za neko preslikavo f € L*(u) velja ||f, — fll, ——> 0,
tedaj obstaja podzaporedje, ki konvergira proti f skoraj povsod.

o LDK, Lebesgueov izrek o dominirani konvergenci: Naj bo (f,)nen zaporedje merlji-
vih funckij. Recimo, da obstaja taksen f € L'(u), da za vsak n € N velja | f,,| < |f|.

Tedaj je
i [ = [ Jiw o dg

Naloga 2.22
Naj bo (X, A, ) merljiv prostor in (f,),,cy zaporedje skoraj povsod nenegativnih mer-

ljivih funkeij iz L'(u), ki v || - ||i-normi konvergira proti funkciji f. DokaZite, da je f
skoraj povsod nenegativna funkcija.

Resitev. Velja

n—oo

lim [1f = fully =0 Jim [ 1f = ful dp=o0.
n o0 X
Vemo, da obstaja taksno podzaporedje (f,,), da fn, LmiN f skoraj povsod. Naj bo
A={re X | f(r) <0} in B:={reX|3n filx)<0}.
Sledi, da je u(B) = 0, saj je B stevna unija mnozic z mero 0. Naj bo
Ci={re X | fo(z) » f(x)}.
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Velja u(C'), kar pomeni, da za © € B°NC° velja f(z) > 0. Iz x € B€ sledi, da za vsak k
velja f,, > 0, torej je

lim £, (x) = () > 0

—00

kjer enakost velja, saj je x € C°. Pokazali smo, da je B¢°NC¢ C A° oziroma A C BUC.
Sledi
u(A) < p(BUC) < pu(B) +pu(C) = 0. O

Naloga 2.23

Naj bo f: [a,00) — R taksna funkcija, da je [>°|f(z)| dx < co. Tedaj je

/aoo £(2)de = /{m) fdm.

/[a,aJrn] fdm = /aﬁn f(z)dx
[ @ =t [ s

= lim dm
n—=00 Ja,a+n] f

Resitev. Vemo ze, da je

za vsak n € N. Sledi

= lim f " Xla,a+n] dm

n=00 J[q,00)

:/ lim f - X[a,a4n] dM
[a,00)

n—oo

= fdm,

[a,00)
kjer predzadnja enakost sledi po LDK, ¢e je f € L'([a,0)) in ’f : X[a,a—l—n]‘ <|fl-

Dokazimo $e, da je f € L'([a, c0)). To sledi iz

o> [Tf(@) da
—im [ @) da

n—oo a

= lim |f] dm

n=00 J{q a+n]

= lim |f| * X[a,a+n] dm

=00 f[q,00)

= /[ lim [ ] - X{asasn A0

n—oo

= dm,
/[W) /]

kjer smo za predzadnjo enakost uporabili LMK. O]
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Naloga 2.24
[zracunajte
I := lim e ™" dx.
n—oo 0
Resitev. Velja
I = lim e " dx

n—oo [O,TL]

= lim e Yo dm
[0,00) J[0,00) X[0.n]

—x

Zelimo uporabiti LDK, vendar naravna izbira g(x) := e™® ne ustreza (problem je na

intervalu [0,1)). To popravimo tako, da definiramo

1; 0<z <1,

glxr) = ’
9(@) {e"”; x> 1.

Sedaj je ocitno ’e_”“"" 'X[O,n]‘ < ‘g(x)’ Preverimo Se, da je g(z) € L*([0,00)). Presnja
naloga nam pove, da zados¢a, da je g(z) Riemannovo integrabilna:

/ lg] dm:/ |g(x)|dx:1+/ e Pdr=1+et < oo.
[0,00) 0 1
Torej lahko uporabimo LDK:

I = / lim e™*" “ X[o,n) A = / hdm =1,
[0,00)

[0,00) [0,00)
kjer je
0; x>1
h(z):=<ety o=
1; 0<r<1
stopnicasta funkcija. O
Naloga 2.25
Izracunajte

. nn2x? —1 nz® + 2x
lim ——exp| — | dz.
n—o0 Jo nlx 41

Najprej poskusimo pokazati, da je zaporedje funkcij narascajoce. Ker nam to ne uspe,
verjetno ne moremo uporabiti LMK.

Resitev. Ker LMK ne moremo uporabiti, poskusimo z LDK. Opazimo, da je exp(z? —
2/n) < e * in
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zato definiramo

2
ze ™ x> 1.

o) = {ex ;. xel0,1] >0

Ker g(z) zadoS¢a vsem predpostavkam, lahko uporabimo LDK:

) n 2 —1 nxd + 2z n o op?r?—1 nx’ + 2x
lim ————exp|—— | dx = lim ———exp| —— | dz
n—oo Jo n2x +1 nT 0 n—oo n2y 41 nx

© g2 o ooliu _l
—/0 T-e dx—/o 26 du-z. O

Naloga 2.26

Ali obstajata taki omejeni zaporedji (a,) in (b,) kompleksnih Stevil, da zaporedje
funkeij (f,,) definirano s predpisom

fu(z) = a, sin(nx) + b, cos(nz),

konvergira proti funkeiji 1 skoraj povsod na intervalu [0, 27].

Resitev. Recimo, da taki zaporedji obstajata, torej, da velja

lim f,(x) =1

n—oo

za skoraj vsak z. Velja |f,(z)| < |an| + |bn] < M € L', zato lahko uporabimo LMK.
Dobimo

o = / lim f,
™= o i ()

= li n(x)d
AL, fi g T (2 A1
2
= lim (a, sin(nz) + by, cos(nx)) dx
n—oo 0

= lim O
n—oo

=0,

kar je protislovje. S tem smo pokazali, da taki zaporedji ne obstajata. O

2.6 Produktna mera

o Tonelli: Naj bosta (X, A,pu) in (Y,B,\) o-konéna merljiva prostora. Za vsako
merljivo funkcijo f: X x Y — [0, 00| velja

/ny flz y)d(p x A)(z,y) = /X (/Y f(fc,y)dA(y)> dp(z)
= [ ([ fmpant)) axty).
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e Ceza f:[a,00) = [0,00) velja [ fdx € [0,00], tedaj je

/aoofdx _ /[a’oo)fdm.

o Fubini: Naj bosta (X, A, u) in (Y, B, \) o-kon¢na merljiva prostora. Za vsako funk-
cijo f € LY (ux \), je f, € L'()\) za skoraj vsak x € X in fY € L'(u) za skoraj vsak
y €Y ter velja

[ fawdex Ny = [ ([ £enarw ) i)

—/ (/ z,y)du(x )) dA(y).

Enak zakljucek velja, ¢e predpostavko f € L'(u x \) zamenjamo s predpostavko,
da je f merljiva in je vsaj eden od integralov

/X</Y|f(x,y)|dk(y)) dp(r)  in /Y(/le(x,yﬂdu(x)) dA(y)

koncen.

Naloga 2.27

Naj bo a > 1. Izracunajte integral

Resitev. Velja

+1)

=]z
-

2
( ) dx
1
Notranji izraz odvajamo po y

0 (1 9 9 2yx
(Lt 1) =

8y (y?z2 + 1)
%
oy 41
in dobimo
e’} a 2
= (i )
0 1yt 41
Funkcija
2y
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je zvezna (torej merljiva) in na obmocju integriranja nenegativna. Zato sta Riemannova
in Lebesgueova integrala enaka in lahko uporabimo Tonellijev izrek. Dobimo

a 00 2y
1_/ / Y4
(0 y:c2+1> 4
Y /
/ ydy yx2—|—1x
= [2 / L
/ ydy u2—|—1yu

—/ﬂdy

=m7(a—1). O

Naloga 2.28

Naj bo 0 < a < b < 1. Dokazite zvezo

5 : L (b — :
/ arcsing , / arcsin(bzr) — arcsin(ax) .
a x 0 X

Resitev. Velja

7 /1 arcsin(bx) — arcsin(ax) g /1 arcsin(yx)|°
= xTr = _—
0 T 0 x

Odvajamo po y in dobimo

0 1
aiiy ( arCSln(yl’)) = W,

iz Cesar sledi

1/ b 1
P S N PH
0 <a v1—1y2x? y) v

Ker je #2y* < 1 na obmodju integriranja, je funkcija 1/1/1 — y22? nenegativna in zvezna,
kar pomeni, da imamo enakost med Riemannovim in Lebesgueovim integralom in lahko
uporabimo Tonellijev izrek. Dobimo

- /ab </01 V1 —1y2x2 dgc) d

(L )

5 .
:/ arcsmydy —
a Y
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Naloga 2.29

S pomocjo enakosti

1 00

— = / e dy
0

T

za x > 0 izraCunajte
20T Sin T

I =: lim
n—oo 0 €x

Z.

Resitev. Ker vemo, da je integral [;° e ™Y dy koncen, je enak Lebesgueovemu, torej velja

2nm 00
I = lim sinx </ e ™ dy) dz
0 0

n—oo
— i e ([ e dm(y) ) d
Jim 05m] sin x ( 00 e m(y)) m(z)
— i | (sina)e " dm(y) | d
lim 03m] ( o) (sinx)e m(y)) m(z)
Zelimo uporabiti Fubinije izrek. Opazimo, da velja

2nm [e'¢) ) 2n7 |gin @
/ (/ ‘e_zy sin x‘ dy) dr = / | | dr < oo,
0 0 0 x

kjer smo upostevali, da je

. |sinz|
lim — =
z]0 €T

1.

S tem smo dokazali, da je izpolnjena alternativna predpostavka v Fubinijevem izreku,
torej sledi

n—o0

2nm
= lim (/ (sinz)e™™ dx) dm(y)
[0,00) 0

n—o0

I = lim (/ (sinz)e™™ dm(m)) dm(y)
[0,00) [0,2n7]

Dvakrat integriramo per partes in dobimo

r=2nm

dm(y)

. _ —1 Yy
= lim eV —cosyx — ——F——
n—00 J[0,00) 1492 1—y?sinz
—1 1
= lim e~y + dm
n=00.J[0,00) <1 + y2> 1+ y? )
. 1
= lim

e

=0

Imamo zaporedje zveznih narascajocij funkcij, zato lahko uporabimo LMK in dobimo

= lim
[0,00) m00 1 42
1

- 0,00) 1 4 72 dm(y).

(1 — e’Q”Wy) dm(y)
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Ker je to zvezna nenegativna funkcija, je
_ / il dy . ]

Naloga 2.30

Naj bo (@nm)n.men taksno dvojno kompleksno zaporedje, da velja vsaj eden od nasle-
dnih pogojev:

(a) amn > 0 za vsak m,n € N,

b) i i || < 00.

n=1m=1

Dokazite, da je

0o o 00 00
Z Z Qpm = Z Z Amn -
n=1m=1

m=1n=1
Resitev. Naj bo f: Nx N — C, (m,n) — G, in 1 mera Stetja tock na N. Velja

v = U fn).

in p({m}) =1 za vsak m € N, torej je 1 o-koncna.

(a): Ker je f(m,n) > 0, lahko uporabimo Tonellijev izrek:
;ln;anm—/ (/f m, n) dp( )) dyi(m)
= [ ([ £m.m) diatm) ) dunt)
_ mﬁ; iam

(b): Predpostavka se prevede na to, da je integral

/N </N [f(m, )] d#@)) du(m)

koncen, torej lahko uporabimo Fubinijev izrek. O]

Naloga 2.31

Naj bosta (X, A, u) in (Y,B,\) o-kon¢na merljiva prostora. Za funkciji f € L'(u) in
g € L'()\) definiramo funkcijo h: X x Y — C s predpisom

h(z,y) = f(x)g(y).
Dokazite, da h € L'(u x ) in da velja

Jo = (o) ([ 903).
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Resitev. Ker velja

h(z,y) = (f om)(z,y) - (g om)(z,y),
je h meljiva preslikava (saj je produkt kompozitumov merljivih funkcij). Sledi, da je
|h| > 0 merljiva in lahko uporabimo Tonellijev izrek:

ol dtex 3 = [ 1@ ([ o) d\) ) dut)

- (/x |f(@)] d“) (/Y l9(y))| d>\)

= HfHLl : HQHL1 < Q.
S tem smo pokazali, da je h € Ll('u’ ).

Ker je h € L'(1 x \), lahko uporabimo Fubinijev izrek in na enak nacin kot zgoraj dobimo

/X><Y hd(px A) = /X (/Y oy dA(y)) du(z)

= (o) (fon) :

Naloga 2.32

Naj bo my Lebesgueova mera na R?, t.j. polna mera na £(R?), za katero je
ma([a,b) x [¢,d)) = (b—a)(d —c),

in m; Lebesgueova mera na R. Dokazite, da mo # mq X my.

Resitev. Ideja je, da dokaZemo, da m; X m; ni polna mera — pois¢imo mnozico v R? z
mero 0, ki premore podmnozico, ki ni merljiva.

Opazovali bomo podmnozice A := R x {0}. Naj bo V' Vitelijava nemerljiva mnozica in
B :=V x {0}. Velja

(my x my)(A) = my(R) - my({0}) =00-0=0.

Recimo, da je B merljiva mnozica glede na L(R) ® L(R). Tedaj je nemerljiva mnozica V'
prerez merljive mnozice V' x {0}, kar pa je protislovje. Torej je B nemerljiva podmnozica,
mnozice A z mero 0, kar pomeni, da mera m; X my ni polna. O]

Opomba: Napolnitev produktne mere my X my je ravno mera ms.

3 Kompleksne mere

3.1 Primeri in totalna variacija

o Naj bo (X,.A) merljiv prostor. Kompleksne mera je stevno aditivna preslikava
A: A — C, torej preslikava, ki zadosca
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za paroma disjunktne mnozice (A,), -

o Iz definicije dobimo A(()) = 0.

o Konc¢ne pozitivne mere so primer kompleksnih mer. Vsaki kompleksni meri lahko
priredimo konéno pozitivno mero — totalno variacijo.

e Naj bo (X,.A) merljiv prostor in A kompleksna mera. Totalno variacijo mere \
ozna¢imo z |A| in definiramo z

|A| (E)) = sup {Z IA(E)| ‘ (En),en razbitje £, E, € A}
n=1

 Za vsako merljivo mnozico E velja [A(E)| < |\ (E).
o Naj bo (X, .A) merljiv prostor in A kompleksna mera. Normo mere A\ definiramo kot
[AI] == A} (X).
Naloga 3.1

Za kompleksno mero A na merljivem prostoru (X,.A) definiramo preslikavo pu: A —
[0,00) s predpisom

w(E) :=sup {Z |A(E;)| ‘ (E;)}_, kon¢no razbitje E} :
i=1
Dokazite, da je p = |\|.
Resitev. Ker je p(F) supremum po manjsi mnozici kot |A| (E), velja u < |A|. Dokazimo
se obratno neenakost. Naj bo E € A in (E,),en € A njeno razbitje. Tedaj je z F; = E;,

i € [N —1], Fx = U2 yE, kon¢no razbitje mnozice F z merljivi mnozicami. Za vsak
N € N torej velja

u(E) > §_+:1|A<En>|
= \Fwi)l + 3 M)
=3 MBI+ ( _gj En)|

S E | S AME

n=1 n=N+1

V limiti N — oo torej dobimo p(E) > >0, |A(E,)|. Ker je to res za poljubno razbitje,
dobimo p > |Al. O
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Naloga 3.2

Dokazite, da za kompleksni meri 4 in A na merljivem prostoru (X, .A) velja
[l = AT < e+ AL <l + A
Opomba: Ker sta vsota kompleksnih mer in razlika pozitivnih koncnih mer tudi kompleksni
mert, so pojmi dobro definirani.

Resitev. Naj bo E € Ain (E,)nen € A njeno razbitje. Tedaj je

[e.e]

3 10+ (B = 3 ME) + u(E)

E,)| + Z |u(E
A(E)+ Il (B
-1 (n@l )+l (2

= [A[(E) + [ul (E),

kjer predzadnja enakost sledi, ker so (F,) disjunktne mnozice, |A| pa pozitivna mera. S
tem smo dokazali |+ A| < |u| + ||

3
Il
_

IA
M8

3
I

IA
Mg

3
Il
—

Dokazimo Se levo neenakost. Iz ravnokar dokazanega sledi

AL (En) = [A+p = pl (Bn) <A+ pl (Bn) + |l (En)

oziroma

A (En) = [p] (Bn) < A+ pl (En)

in podobno

[l (En) = AL (En) <A+ pl (En),

kar skupaj pomeni

AL (E) = [l (Bn)| < A+ pl ().

Torej je

il | (A= lnl) (B) | = i [N (En) = |l (Bn)|
<A+ ul ()

n=1

()

< A+ pl (E) O
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3.2 Realne mere

e Realna mera je kompleksna mera, ki ima realne vrednosti.

o Najbo A realna mera na (X, .4). Mnozica P € A je A\-pozitivna, ¢e za vsako merljivo
mnozico B C P velja A(B) > 0. Podobno definiramo A-negativne in A-nicelne
mnozice.

e Mnozica je A-nicelna natanko tedaj, kadar je |A| = 0.

e Naj bo X\ realna mera. Tedaj vsaka merljiva mnozica A vsebuje A-pozitivno P
mnozico za katero velja A(P) > A(A).

o Za vsako realno mero A\ na (X,.A) obstaja taksna A-pozitivha mnozica P in -
negativna mnozica N, da velja PUN = X in PN N = (). TakSnemu paru (P, N)
pravimo Hahnov razcep realne mere A. Ce je (P, N) se en par takih mnozic sta
simetri¢ni razliki PAP in NAN A-nicelni mnozici.

o Mera u je skoncentrirana na mnozici A, ¢e velja u(E) = p(E N A) za vsako merljivo
mnozico A.

o Kompleksni ali pozitivni meri A\ in p sta vzajemno singularni, ¢e obstajata taksni
disjunktni merljivi mnozici A in B, da je A skoncentrirana na A in p skoncentrirana
na B. Oznaka: p L A

e Meri A in p sta vzajemno singularni natanko tedaj, kadar obstaja taksna merljiva
mnozica F, da je |A| (E) =0 in |pu| (E¢) = 0.

o Naj bo A realna mera. Tedaj lahko zapiSemo A = At — A7, kjer sta A™ in A~ enoli¢no
doloceni pozitivni meri, za kateri velja AT L A~. To je Jordanov razcep.

Naloga 3.3

Naj bo (a,)nen zaporedje kompleksnih stevil. Za poljubno podmnozico E C N defini-
ramo

ME) = an.

nekl

(a) Dolocite potreben in zadosten pogoj, da je A kompleksna oziroma realna mera

na (N, P(N)).

(b) Naj bo A kompleksna mera. Dolocite |A|.

(c) Doloc¢ite kak Hahnov razcep mere v primeru, ko je A realna mera.

(d) Kdaj je Hahnov razcep enoli¢no dolo¢en?

Resitev. (a): Recimo, da je A kompleksna mera. 1z

A <n[jl {n}) = nf:lan eC
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sledi, da mora vrsta > >, a, konvergirati. V zgornji vsoti lahko imamo poljubni vrstni
red, zato mora biti konvergenca absolutna.

Vedno velja A() = 0. Predpostavimo sedaj, da je zgornja vrsta absolutno konvergentna.
Naj bodo (FE;);en paroma disjunktne mnozice. Tedaj je

A(UEZ> = Z a, € C
=1 nelU;Z, Ei

dobro definirana, saj je vrsta absolutno konvergentna:

Z la,| < Z la,| < co.

neUfil E; neN

Sledi

! (G E) =3 Y 0= EME»,

1=1nek;

torej je A kompleksna mera.
Dodatno, kompleksna mera A je realna, ¢e je a, € R za vsak n € N.

(b): Naj bo E C N. Tedaj je
ALE) = A= > A ({n}) = > fanl,

ner ner
kjer druga enakost velja, ker je |\| pozitivna mera.

(c): Najbo P={n|a, >0} in N ={n | a, < 0}. To sta merljivi mnozici, ki ustrezata
PUN=Nin PNN = 0.

(d): Hahnov razcep je enolicno dolocen, ¢e za vsak n € N velja a,, # 0. Res, iz a,, > 0
sledi AM{n} = a, > 0, torej je n € P. Podobno iz a,, < 0 sledi n € N. Ce pa je a, = 0 pa
lahko veljan € P alin € N. O]

Naloga 3.4

Naj bo p pozitivna mera na (X, A) in f € L'(u) realna funkcija. Definiramo realno
mero 5 A — R s predpisom

ui(E) = [ fap.

Dolocite Jordanov razcep za jiy.

Resitev. Naj bo f = fT — f~, kjer je fT(z) = max {f(x),0} in f~ = max{—f(x),0}.
Definiramo
pf (E) :Z/Eﬁdu in gy (E) rszf’du-

Preverimo, da je to res Jordanov razcep.

o Ker sta f* in f~ nenegativni merljivi funkciji, sta u* in p~ pozitivni meri.

42



Jan Pantner Vaje iz teorije mere

o Kervelja 0 < |[f*] <|f]in, 0 <|f"| <|f| so spodnji integrali koncni in velja
B)= [ fan= [ ("= Vdu= [ frdu— [ §7du= i (B) =5 (E).

e Najbo X := f71([0,00)) in X~ := f~1(—00,0) = (XT)°. Ker je f merljiva funkcija
(saj je element L'), sta tudi mnozici X in X~ merljivi. MnoZici sta disjunktni,
zato zadosca dokazati, da je u}“ skoncentrirana na X in py skoncentrirana na X .
Naj bo £ € A. Tedaj je

W (E) = g (BN XH) U (BN X))
= (ENXT)+pp(ENXT)
pr(ENXT),
kjer smo upostevali, da je f*|x- = 0. Podobno dobimo u; (E) = ps(ENX7).

S tem smo dokazali, da meri ,u;? in p; res dolocata Jordanov [

Naloga 3.5
Dokazite, da za realno mero A velja

IAl= AT+ A,

Resitev. Naj bo A = AT — A~ Jordanov razcep mere \. Vemo Ze, da velja
A = =A< A = a4,
kjer zadnja enakost velja, saj je totalna variacije pozitivhe mere kar mera sama.

Dokazimo Se obratno neenakost. Naj bo A* skoncentirana na mnozici E. Tedaj nam
vzajemna singularnost pove, da je A~ skoncentrirana na mnozici £~. Sledi

A(A) = [AMAN E)| + [A(AN E%)]

A
= NANE) + A (AN E)|+ A (ANE) + A (AN E°)
= XT(ANE)|+ A\ (AN E°)
l A+ @)

AT(A) + A7 (A). O

Naloga 3.6

Naj bo A realna mera na merljivem prostoru (X, .A).

(a) Ce za totalno variacijo |A| mere A velja |A[(X) = A(X), dokazi, da je A konéna
pozitivna mera.

(b) Ali trditev iz (a) velja, ¢e samo predpostavimo A(X) > 07
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Resitev. (a): Ker je A realna mera, bo v primeru, da je pozitivna, avtomatsko tudi
kon¢na. Naj bo A € A. Velja

IAN(X) = 2T(X)+ A7 (X) in A =2T(X)— A (X).
Sledi A~ (X) = 0, torej je tudi A~ (A) = 0 oziroma A(A) = AT(A) > 0.
(b): Ne. Naj bo X = {a,b}, A({a}) = 1in A({b}) = —1. V tem primeru je \(X) > 0,
[

vendar A\ ni pozitivna mera.

3.3 Lebesgue-Radon-Nikodymov izrek

o Lebesgue-Radon-Nikodymouv izrek: Naj bo A kompleksna mera in p o-konéna mera
na (X,.A). Tedaj obstajata taksni enolicno dolo¢eni kompleksni meri A, in A, da
je A= Ao + As, Ay < pin Ay L . Dodatno obstaja taksna skoraj povsod enoli¢no
dolo¢ena funkcija f € L'(u), da je

N(B) = [ fdp.
za vsak F € A.

o Ceiz u(A) = 0sledi A(A) = 0, oznac¢imo A < p. Pravimo, da je A absolutno zvezna
gleda na pu.

o Funkcija f se imenuje Radon-Nikodymov odvod mere A\, po meri .

o Razcep A = A\, + A, je Lebesqueov razcep mere A glede na mero .

Naloga 3.7

Na P(Z) definiramo kompleksno mero s predpisom

ME) =3 e* 27

keE
in pozitivno mero
1
wE) = 3 5
ke ENN

Tedaj je A kompleksna mera, ;1 pa o-konéna pozitivna mera.
(a) Izracunajte totalno variacijo |A| in normo [|A|].
(b) Doloé¢ite Lebesgueov razcep mere A glede na mero p.

(¢) Dolocite Radon-Nikodymov odvod ©=.
m

Resitev. (a): Naj bo E C Z. Tedaj lahko zapiSemo FE = U,,cp {n}. Naj bo (E,) Stevno
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razbitje E. Velja

= MAED)I
-3

meFE

=Y 27Iml,

meElE

zwmmz(zxmﬁ

elm 27|m|

Opazimo, da je zgornji izraz neodvisen od izbire razbitja (E,)nen. Torej je

sup {Z M(En)\} < > 2l

(En)nen | neN mekE

Ce za razbitje vzamemo enojce, dobimo enakost. Torej je

A[(B) =3 27

meE

Sledi N N
A =A(Z2)=> 2"+ > 2"=1+2=3.
m=1 m=0

(b): Mera pu je skoncentrirana na N, torej bo mera A skoncentrirana na Z \ N. Naj bo
MNE) = Y oM i M\ (B) = Y oM

ke EN(Z\N) ke ENN
Tedaj velja A = A\; + A\, in Ay L pu. Dokazati moramo se, da je A\, < p. Naj bo E C Z
taksna mnozica, da je u(F) = 0. Po definiciji p sledi ENN = (), torej je A\ (F) = 0.
(c): Izrek nam pove, da obstaja skoraj povsod enoli¢no dolocena funkcija f € L'(u), za
katero velja

M(B) = [ fp.
Naj bon >0in E = {n}. Dobimo
in29—n 1
Mol{nh) =2 = [ fdp = pl{n}) - fln) = g f(n),

iz Cesar sledi

n2e™* 2 >0 d),
*; n<0 du

kjer upostevamo, da je u(Z\ N) = 0, torej je lahko vrednost f(n) za n > 0 poljubna. [

Naloga 3.8

Naj bo X = [0, 1], A pa Lebesgueova o-algebra. Naj bo u mera Stetja tock na A in m
Lebesgueova mera.

(a) Ali obstaja Lebesgueov razcep mere p glede na mero m?
(b) Pokazite, da je m < v.
(c) Pokazite, da dm/du ne obstaja.
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Opomba: Ker u ni kompleksna mera, ne moremo uporabiti Lebesqueovega izreka.

Resitev. (a): Recimo, da obstaja Lebesgueov razcep p = us + ps. Tedaj je

1= p({z}) = ps({2}) + pa({z}).

Ker je m({z}) = 0, mora veljati u,({z}) = 0 (ker je A\, < m). Sledi pus({z}) =1#0. za
vsak x € [0,1]. 1z us L m sledi, da je m skoncentirana na X \ [0, 1] = 0, kar je protislovje.
Taksen Lebesgueov razcep torej ne obstaja.

(b): Ceje u(A) =0, je A =0, torej velja m(A) = 0.
(c): Recimo nasprotno. Tedaj za vsak E € A velja

m(E) :/ fdu.

E
Med drugim velja
m({=}) =0= [ Fdu=1(),
torej je f = 0. Sledi m = 0, kar je ponovno protislovje. O]
Naloga 3.9

Naj bo A kompleksna mera na (X,.A) in ¢ € C. Dokazite, da je |cA| = |c| - |A].

Resitev. Naj bo E € A in (FE,)uen razbitje mnozice E. Velja

(cA)(E)=c\E)=c i_o:l MNE,) = ic)\(Ei),

torej
2_:1 () (En)] = |e| 2_:1 [((AM)(En)|-

Naredimo supremum po vseh stevnih razbitjih in dobimo

lcA| (E) = sup {Z |(cA)(En)| | (En)nen razbitje E} = lc| - A(E). O
n=1
Naloga 3.10
Naj bo X = [—1, 1], A Lebesgueova c-algebra in m Lebesgueova mera na X. Defini-

AE) :=m(E)+im(EN0,1]) in wp(E):=m(EN[-1,0)).

Izkaze se, da je A\ kompleksna, 1 pa konéna pozitivna mera.
1. Dolocite Lebesgueov razcep A glede na p.
2. Dolocite |A| in dokazite p < |A|.

LR /7

dIX[ T N

3. Izracunajte R
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Resitev. (a): Zapisemo lahko

ME) =m(EN[=1,0)+ (1 +9)m(EN[0,1]).

Aa(E) As(E)

Opazimo, da je = A,, torej je A\, < p. ¢itno velja tudi Ay L p.

(b): V splosnem velja:' iz A\; L Ay sledi [A; + Ao| = [A\1] + |A2]- V naSem primeru torej
velja

IAL(E) = [Adl (E) + [A[(E)
= |p[ (EN[=1,0)) + [A] (EN[0,1])
kjer zadnja enakost sledi po prejsnji nalogi.
Ce je |\ (E) = 0, je med drugim tudi m(E N[—1,0]) = u(E) = 0, torej je u < |A|.

dA

] in g = 9% Naj bo E merljiva. Tedaj je

(c): Oznacimo f = -
ME) = /Efd])\] = m(EN[=1,0)) + vV2m(EN[0,1])

Uganemo lahko, da
£ N 141
= X[-1,0) \/5 X[0,1]

ustreza. Podobno iz

m(EN[-1,0)) = u(E) = [ gd|

dobimo g = x[-1,0)- O]

3.4 [? prostori

e Naj bo (X, A, u) merljiv prostor s pozitivno mero. Za 1 < p < oo definiramo

() = {1 | £: X > € [ 177 du < o0},

To je Banachov prostor za

191, = (197 au)’

o L°(u) je prostor razredov skoraj povsod omejenih funkcij.

L®(p) ={[f] | f: X = C.3C >0. |f(z)| < X za skoraj vse v € X}
| fllo :=inf{C >0 | |f(x)] < C za skoraj vse x € X}

» Velja |f(z)| < [|fll., za skoraj vse z € .

1Ce je \; skoncentrirana na A in \y skoncentrirana na B, iz (A + \2)(E) = M (E N A) + M\ (EN B)
zeleno hitro sledi.
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(a,b) — R konveksna (drugi odvod je pozitiven),
daj je

p:
Te
(/ fdu> o f)dp.

e Holder: Naj bo 1 < p,q < oo, %—l—ézl, felpP qe L9 Tedajje

o Jensen: Naj bo pu(X) = 1,
feLll(u)inf: X — (a,b).

[ sadu| <171, -l

Naloga 3.11

Naj bo f € L'(]0, 1], m) taka realna funkcija, da je fy f(z)dz = 0. Dokazite, da velja

/01 ln<1 + ef(x)) dr > In2.

Resitev. Velja m[0,1] = 1. Naj bo ¢ = In(1 + ¢/®)). Tedaj je

eSC

") = ——5 >0
torej je ¢ konveksna. Po Jensenu sledi
1 1
/ In(1 4 /@) dz > In (1 +eo ﬂx)dx) =In (1 + eo) = In2. O
0

Naloga 3.12

Naj bo 1 < p < ¢ < co. Dokazite, da je F C £9 in za vsak x € (F velja || f|l, < || f]],-

o v
= (Z |:1:n|p> ,
n=1

[*° pa je mnozica omejenih zaporedij, ||(z,)|,, = sup, |z,| < co.

Zal<p<ooje

P {(xn>neN

S Jeal? < oo}, (@)l

n=1

Resitev. Naj bo ¢ < oo in 2 = (z,), € 7. Ce je v = 0, potem oboje velja, torej
predpostavimo, da z # 0. Definiramo

Tedaj je
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in sledi
Tn I Tp P . |xn‘q |xn|p
— oziroma 7 5
]l ]I, zll; = llzlf;
Dobimo o | |q o | |p -
L, Ty,
< = |z, | = 1.
2l < 2 alr T Tl
oziroma
1 o
>z <
I} o=

torej je x € 17 in velja ||z|, < [|z]|,.

Naj bo sedaj ¢ = co in p < q¢. Ce je x = (), € P, potem

o0
Z |z, |7 < 00,
n=1

torej je lim, _,o x, = 0. To pomeni, da je zaporedje x omejeno oziroma x € (*°. Za vsak
n velja

o0
mwz(zuﬁ)zmu
n=1

kar pomeni
2yl = sup [z,| = [lz]| - O
neN

Naloga 3.13

Naj bo (X,.A, u) merljiv prostor s pozitivnho mero in (f,)nen, (gn)nen zaporedoma
zaporedji v LP(p) in L9(p) za 1 < p < oo in %+% = 1. Ce zaporedje (f,)nen konvergira
v prostoru LP(u) proti funkciji f, zaporedje (g,)nen pa konvergira v prostoru L9(u)
proti funkciji g, dokaZite, da zaporedje (f,gn)nen konvergira v prostoru L!(u) proti
funkciji fg.

Resitev. Po Holderjevi neenkosti vemo, da je f,g, € L' in fg € L'. Velja

||fg - fngnHl = ||fg - fng+ fng - fngnHl
< |lg(f = fa)lly + 1falg = gn)ll;

— [ 190 = £l dp+ [ 1falo = gu)ldi

n—oo

H
< llgllg - I1f = fall, + Il - llg = gnlly, =0,

kjer smo upostevali, da je ¢len ||f,[|, omejen, saj f, — f. O
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Naloga 3.14

Naj bo p kon¢na mera na merljivem prostoru (X, A) in 1 <p < ¢ < oc.
(a) Dokazite, da je L(u) C LP(u).
(b) Ce je f € L9(u) poljubna funkcija, pokazite, da velja

S =
Q=

Lf1l, < w(X) = [ £l -

Resitev. (a): Najbo fe Li(u), XT ={zx e X | |f(z)| > 1} in X~ =X\ XT. Tedaj je
WAL= [ A1 dp
b
= [ 1P+ [ 1A d
X+ X

S/ Iflqdu+/ Ldp
X+ X-

S/lelq du+/xldu
= |l f[l5 + n(X)

< 00.
(b): Velja

£ = [ 1P - 1au

= H |11 Hq/p s tg-p)

_ </X ’ TG ’q/pdﬂ>p/q. (/X 1du)(qp)/q
= ((/XIflqdu)l/q>p-/~t(X)(""’)/q

_ P, (a—p)/
= [[fllg - p(X) P71 O
Alternativno lahko nalogo resimo tudi na slede¢ nacin.

Resitev. Naj bo f € LP(u). Ker je q¢/p > 1, je funkcija p(x) = 2%? konveksna. Naj bo
f(a) = 5 ((;)) (da lahko uporabimo Jensenovo neenakost). Velja

F19= (IFP)7" = (| f]).
Ker je f € L, je |f|" € L'. Sledi

s0</X|f\”dﬂ>§/X|f|qdﬁ<oo.

Sedaj upostevamo

o ([ am) = o (s [P 0) = s - U
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in ]
97 = / a,
Jo it dn = s [

ter dobimo || f||,, < oo oziroma f € LP(x). Hkrati smo dobili tudi

LIl < (X)Ll
oziroma

11

A1, < w(X) 72 [ £l - O
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