b KOMLEKSNE MERE

kA Totalna Variac.is'o\ meve,

3. december 2025)]
Nu\\ Wby (X, &) wev Yjiv pvmshr.Prcs\'n\cwo\ hk—C J'e

| e 32. §+ evinq O\cx\ﬁvm A Eapored\]o\ paramea
d'uasuv\\:.*m\a mwozic iz W
(A"\,\Q“J‘—Jb; Av\"iA""'\= g A V\"W| pQ‘,"QW\

o

MU AN Z A

Nz=A

An™ & ¥ueN > A\(@) = ;wa = \@#) = 0

Opaz ka' )\L‘U;‘A“\ = é)\(Av\\

h

MO Erhnd
za viako ‘oije kcij'a Tm™N—N, .
2 onalize 4 sledi, A vrata “%MA..(.\ kovwcrﬂqu absolvtng,

&IM: NQ\\ bo M P°é\+i‘“\‘l mera ha U(,lk) 2o ‘Fel:(,k\ d eFinivawo
MAY = (Fau' Aek
A

(Al €W parama, o&g\') nhine , potewm A (oM
o i e R
AMYAL- EFAP -KSFXAO\,L SEfAp T 2 Sl

=N ye kompleksna mera.
MA=Q = x(M:éow (fxadp=0
X
A0 S A(A)= 0
Zapilema (abosolna zveznost A glede va m.



Pevan NA—C kow\p\e ksna mera natunko dakvat, kq
VQ\SU\ Vsu:\ ena ol Ms\co\v\'&ik Frdidev:
APY 3& kanine adibivea in ALY AR = lin MAW 2w viake nuvascefoCe
zoporedie wnozic (Anne, v W > |
APY 50 kanine adkibivna i ALDLAR) 2 lin MAW 24 yyake pado‘soc'e
zaporedye mnozic (Anlnew, v A .

Dokaz: Enoka kot v pr'nmevu. potﬂ-iw\e. mere. Ze (i) Vp03+GWMQ
AMANe € .

Naj bo A€k, Zaporedje (Adn paroma digjunktnih  mnozic 1z
A imenuiemo za A, ce e A'—SZ‘A“.

mere A JC. \X\ Ad-m(row\ S predpuqm
\x\(A\ e SUp i_il)\(ﬁm“ \ (An\w Pa\"\'l"‘j& Za A\

|zkaze e, den UC\JIA nqs\e:h\je.’ 'FéL‘UL\ Ay pOZi'\’wm\ wmeva,
MA) -éM,w = AL = (IFldp,

Ae'l)oﬁ Ax= A A1, Ay= - ]
—bw(;\\ ZINAD| = (AW . XA £ [N(A)

DeFinieama:  (ReX) (A : = ReX(d) ,  UiwmA)(A):= mAlA).
IKer je A komplekona meva, sta ReX in lmx  rewlwi weri.

Vedno velju : Ix)& |Rex|x|imAl.

YAeA " NHA)S [ReN(A) + [1mNl (A)

Nojbo (Adney particja za A. Tedoj velin
ilxw\\ = Z|(Rex+ 1 Al AR |

h=a



¢ ZIRAAN +  1imiA|

£ |ReAL(A) * Nmd)(A)

Nmexk\wa Svpgremum o vseh Par Hc.iio.\. (A.\\“N‘
IAl(AV € VReX (A} + 11w NI (A)

Vel i : 1R Im M| & I8N

Zo. veoko kompleksna mera A je A kondnw pozitivaa
meva.

4.decewher 2025

Dokaz: Dokuz v dveh kovuluh:

AN e poritivna . mera .

M@y=0 V

/\elﬂ‘,, (A«\\m,-g pavoma cl(s\‘vnld'ne A‘J du a&

A UA,\ = M(A) = émw\\

--.--9'---— --v--"

Q) Za vsak neN )zbenmo anz20, On Se Q“E\M(An\..
J2berimo €30, Tecb} obs“tﬂo\ por'\"ui\\h (A"il\jtu 2o Aw, da e
o0
Jé,A(A“ﬂ) ZQV\-%
Tedaj o (Aaj)nien plk"'\fbljo\ za. A zato velja

NA) 2 2 Z1ang) 2 2 (00- &) = Zan-e.

Nsq j=a

Podljemo €—0 => |A|(A) é4a~ z 4 an

W2
Za h=12,..., k pn's\jemo Qn Sl (An) =

Zﬂ\x\(Ah\ .

IA(A) 2 ilxl A —

k —do0
Lé,\_ N&\'\ bo (BJ\JeN par-"u.'\jq zoo A = (BJI\A.,\\‘._N 3&. Puf‘\'(c“c,\ I An
letw\ 212 Mgy | ¢ é_Z IA(BaAR) -

J°A wea



3[\!\3
l_-(\l\s

|X(E>JI\A\M ¢ ?_IA\ (Aw)

hzq
Po deFiniciji okalne Varincije sledi | (A) & £ WA,

LM je kancne (pozitivea) mery

A= Rext {lmA 2N [ImX) €)X) & ReX|+|[mAl

Al kendna &> |A|(X) ¢ o0

Zoto je dowalj dokazati, de je totala vanacjn reae mere
vedno kontna (pezidivia) mera.

BSS A je realna wmerq

PYC’APOS\'“V'IMO, dor ) W(x)=o0. Po defigic'tji Yotalne variacije
dbstuja partitip (lnew 22 X, da je  ZINXA| oljvbna veliko
S=ineN I AXNZOY in T= {neN | Xx) <04

.é."“""“ = 2 W) - 4 A

nes el

Zato e “i)\(xn\ al i'\(xu\ poljvbna  veliko o absalvhn,  yredmahi

03\6&\«0 s\ E:= UXn mn F:= UX..\ Teday je AlE) ali MF) poljubno
veliko po o\hsoMm vrednost. Dokowali swo: le e Yet
IN(Y)~ o9, potem J2EY werljva, do g2 M2\ po Ju\ono veliko.
Definirame A= X =D (A} =0 =3y, €A, merlyiva, da e

I\ m)’ I\(A2)) *1
D N = an N VAVARR

y, || AaVY,

Oznalimo = A, Tisty mnoiico med )’1 n Ay, da ge X)(A2) =0

Ce o A1, petem jo \NAY =

Ce » Az A4, po‘\‘cm je 1AAL)| = \)\(A\YA\ = INA)- AN | 2
z|IM (AW = [l 24

TOYQ Al ~SA, ¢ \M(AL\"O" in \X(A‘L\\-’}’l.

o prej dokazanem 37, €A, werljiva, du je I 2 (A +2.

NU»S bo Ay hista mnoZica med YL in AN A 6& \X|(44) = .

(eje Ay=Yy, povem o INAY|=|A(AY) = 1.



&ic.er A3=A1_\7,_ .IV\ 1&"'0 \X(A'g“?'l|>\(Az\|"\’\\71.“22.

% inclu\c.uijq doka¥emq obsi) padoSoEesa zuporedjn Wnozic (An)new,
du e [N(AN =02 i |NAJ| Z0n-1.

Ai= DA = INAY = lim XA —> o

Prafislvie 2 MAVER . Zaka je INI(x) <o

Ee sfoa A n M kow\p|ekshi wmeri na (X, k) in deq patem
definramo (A4 MLE) == ME)+ M(E}

G E):-= A ulE),
Preverima lahko, dir sTa MM in AN Yudi kawpleksni wmeri (DN
Z 0znolime  proster vseh komplekwih wer, MX) j(. komplek yni
vek Yorski prostor. V- M) vpeliemo  11X)1:= INKXI.

(M), 1) je Ramachov prostor.

Vdokozu, uparabimg nasledwjs vditey  Normican proster jo Banachoy
& ysaka abmlutvw konvmjeni'na vrsta konvergiva.

4 2. Absolying zvernost in V‘tct;\fmncx §im\a‘v\uvn°§'\ wmer

Noj bo . pozitivia mera i A Iompklsna wera. Pravimg, da je
A glede na M, e \lc\jq PAGE RS IN(EN)
Qznoka: A4 M.

Aee g & A K

Dokuz® (&) mIE)=Q =2 2(E)zn.
Ker o IN«u, je |N(E)=0.

Ker IME) 2IN(E) =2 => NE)=)
& E: wlE):0 = IN(E)=9




NQ& bﬁ (En\“eu par‘\'it'\sa Ta E
M(EY D W(E) -0 ¥neN S5 X(EN=0 VaeN
= ZNEN =0 ¥ parckicfe (Edws 20 E DWIE)=0

Noj bo A kompleksna wmera n i pezitivan mera. Teday
)& >\<<-}L natunka '\'ednj, ko =a Vi>0.3&°0,/&(#\)!—6 SN E.

Dokure: (&) m(E)=©O
Po pfetlposl'avki Ye30.16>0. }'-\M <& D \NA) ¢ 2. [er jt M(EN=048,
& WE) 4 2uvsak €20, Zote yo NE)=O,

= Preckpos’mvimo, da £-8 Frditev ne ded;. Toreg
330,V $>0.3A. wlA)LS in AlA) > & 4
2o vsak NEN papewn foklen Anedb, daye wlA) <7 inINAN|2z ¢,
Definirama By:= ‘Q“Au__ Ve.!ju

/u(b.\\e :5— MIAL € 3..%“ < o
Bi= A8n = mld)= Jim p(8n)=0.
M) = lim W Bz (IN0B) 2 I (A 2 INAD)] 2 &)

N —

Zato N} &< N, Ozirgma, M <L M. —><-

Nojbo A wera. A jo na Aek, & je
MEY =XMEnA) ¥ Eewk.
E A¢]  Po demate: A e shoncentvivemg  ne AS Xp)=9
‘\';\\\B Za viokg mev{jiva Mmoo BEAT  Omiramn
"A 2w v AY

Mevi X in o s¥a . e Qbs“rujw\n disjvul«.hi
mnodid  A,B €A, e 2 A skontentrivenn wo A M PR g B.



.\ (—f@ B MmiE) Zatqy dosthiket v O\QFwindt"‘i lahkn
S aviomation priviumemo, du ye Ab=X,

{

Nej bosta X in . kompleksni weri.
V) Ce 1o X pozitivng, patem it N skancentrirana na A@XAY =0,
C()A 6% skinent rivana na A & \X\ skmeendrirana na A.
W AL oo singularni € JAek. INIA0 i 1A =0.

Dokaz: (1) ©): AlBI=9 ¥BeA
(B & [N (B) =Q
EN: BeA® = [nlg) =2
Bdnen par¥icjn 2o B NBn) =0 VueN
2 |x(Ba)=0

N4

Svpromem PO VR ph.f'\'\.t.“&\\ . AN (®)=0.
(L) in (cit) DN, 7

> Rozcen realne weve

Na3 bo A realna mera na (X, R).
X OEeA | NE)ek

E
XEV>0, ME)=0 al; NE)CO
Recwma NEY20. F<E MQP\S\OQ

Al NE)% 01

Vel")a\ nadednie -
X | mawo razeep

P N X=PuN; PNek , PaN=4

@ @ VESP. YFeN mertjvi:

>\LE\ 20 m )\(F)‘a 0




Na'j bo (X,(fb) wer lyiv prostor in A komple kana 10. december 2025
meva. Mnoticn Aclk e
’ , Ce {e AME) 20 za vsako werljivo mnozio E¢A,
. Ce ‘Se, AMEY40Q 2za vsako wer |jivo MNOZ IO E<A,
. | 3 \Sel AE)=0 2za vsako \mer‘!jl'\lo Mmnozio E¢A.
Presek A\-pozitivne in )\'ne%av\-'wne mnodice e A-nicelno
mnozica. Vsaka A-nitelna mngica e A pozitivna  in
A—ncﬁa{-wno\,

Naj bo A realna wmera wa mev‘h"wcm proshoru (¥, A\,
Tedaj vsaka werliva mnoZica E viehuie A-pozitivae mngtio
P 20 katero VC.\J'o\ NGRE2NF)

Dokaz: Nojprej dakatimo, da 2 veako werljive mnozica A
veak £30 qbs’m&a\ Yakina me.f\\\'\'va\ MNIZICa Pg‘:A| chaa je
APYZNA) I MBYZ-¢ 2o vaako merljive minoEico Befy.

d pro\'is\ev\"em‘ reima, dn ohshju fukien £30, da za vsako
taking W\Cr\j{vo MN021¢n C‘EA, 2za  katerq ve\"y& )\(C\?—)\(A\,
obstn takina merljiva mnozica BSC, da |e AR e-e.

2 Najdema BicA, da jo MBa)<-£. Ker jo NABA = NA)-A(B)2MA),
ObS"'D\Ja\ Yaksen Bq_eA\qu (J.Og)ﬁ. A(Eh_\L"ra. é fndu\ui\\h kans Tirgma
znporedie  ukik paroma digiunkinih  wimozic (B, du )
MBYC-€ in Bae AN(BU~UB).

SBe= T8y D A(B)7 X8 =-00 XK

Po vumokur dokszanem IP4 SA wmerljiv, don MNP 2 NA) in
xlb\ = "!‘.l v =P, W\Q"vao-
AP, Py mediva, du NP ZAM(B)2ZN(A)  1h ARl 2% VB <P wed



=z iv\clukd\\'so k ony} reiramo puolc»\'\o?e. ?.Otporer)\;\c (R, mcrIqu'\l.
W“'\Qi.l(. | A“\ )&( p'.\l )'>\(A\ \fV\ 1w V B !""Pn W\C.V‘hivo ‘)L X(ﬁ\ 2- %\
Defivivama  P= (\Pa. Tedoj je MP) = lim AR ZXA) in e e

BEP merlji, potem BLPeP, ARz -H—0.
AR 20 . Tarej je P Apozitivna. 7

Nay o X realna merm na (X,wt). Teds obstuja Yakina A-pozriina
mnazica Boin ke A-vegubivie winoiea N, da je
X=PuN jn PaN=¢

Ce O\ss\'ul\\u\ st en Takien par (Kl,m, Pol'cm 5“‘0\ (P\is)V(fS\P)
m (NAW)U (N\N) A-nicelni mnozici.

Dokyz: Deri\mlmo s:= sup LA} | A )\‘poz'rHVnak. Ker jo AMA) 20

in MA) $IM(A) £IN(X), je selo, o).

Qbstuje _P_N-pozitivaa, dsje X(P):=s.

OBS‘\QMQ An, An je Apozitivia in AMA) — &, DeF'm'ura.'qu

P‘|=A1l P1.= A‘\U All"--l pn: A’lv'"uAl\- o

DPePre n ¥n Je Pa Xpozitivia m P= U P je tvdi
A-pozitivaa

Kev R GAR numgc"a\'\qie © AP = Jim NP <5 ia NP 3>\(|A,,.]
N2 v
S 5 S

N:=X\P__je . A-neqativaa

Cve Yo ni rey JEeN merkiva, ME) 2Q. Po prej.';n\".' lew obsfa{jo\
PeE A-pozihwnu, da jo 2P 2)\(E| > 0.

S PyPp Je Apozitivaa in  ALPWP| =P~ ALP) >XN(P) =S,

kar je. v pro'}l'sb\a'u = def iV\'m‘,\\\'o S.

No\j bo sedaj (P, ﬂ) 3¢ en Rk Yuzep pros'l'om (B Aoz, N A-neﬁ\.
SP AP U (PP = (PP ) U (P p)



2

= (PaN) v (PaN)

Pal n'uzefm'
=4k Unifa  Je X -nicelna . Paddong (MW )y (NAN).
Vsak par (PN} iz izreka imenvigmo prstora X

glede via X ozivoma Hahwv razcep vealne were .

Ab. december 2925

Nuj bo A realna mera ne (X,k). Teds; obshjutu evolicns doloiewi
pozitivai meri X' in X7 na (X k), duje A'LXT i velja
A=A =N

>\* mo A B Se 'EnporcAaMo\ '\mem}y‘\'a\ m
Ael were X\,

Dokez' Noj o (P,NY) nek Hubnoy vazcep =za X. To pomeni,
don o P X-pomibvaa mngzica, N je Arnegahivi wmwvogicu,
PUN=X n PaN=4.
DeFmivamo WA= /\(AI\P) m XN (A):=- X(AQN\ 2a VACA
AMim AT sk pO‘Ei'HW\i meri, Sa | g}m PwmN )\-poz. "
A-ney wwoziia. Ker do At in )7 2aporedamo  shoncentrivani vq
P W, :yl. N
NAY= XAAPY = AAAPS) =NAAP) * XA N

=N A e X(A) V Acdh.
Dokuzimo ewolicnast ‘)dennweaq Yazce pa. Naj bo A=z Ma = Me,
kjer st My i M veiewmng Sivgularei  pozitivai weri. Ne
bo skoncentrirana na E | Mz p va F  (E\Fewt).
MalAY = pa(AREY , MylA) = My (AnF) ) Ae R
E — Ce z«mev\sowm E 2 Ev (EuF\", lawbs BSS
predpstovion ,  do g EVF=X

-—— -




S\e«)\il dag:)& (ElF) se en Hahnw Yokcep reulne were A.

Po vereka 1¢ PAE in NaF A-nitelni wneici

lé‘l:-_+-_‘.l'\ _}k'a,-x-

Ack s Ma(A) = my(ANE) = MalAnE)- M (AN E) |
=MAAE) = MAAE 4P) A XAAEAPY)

XA AE aP) =NANEaP)+ MlAnE p\

= AAnPR)
= 2" (A)
DA D U LN TR NN

4.4 Lebesg\,ue.- Radon - Nikoo\'{zmov izvek,

MoYivacija: fe L AR M poifivia  wera, potem defnivama X'
AA) = SFrA/L (Aci)
Tedaj je N komplelyna merm n N M
Mpvaig,nag, Naj bo M o-konima pozitie wera in A kempleksna
meva, dojo AL M. Al obstuja Fel( M) du je
MAY:=SFan (Aed) Da.

N‘*\i bosta M m A koncn po%(-va\', yner. . TeduJ J'Q. badisi
AL bodisi 0\:&'\530\ £>0 wm Ee, daje /u.(E\>o WM Aztu
ha E.

]M Naj bo X=Pav Nn Hahnew vazeep 2o N- n/l. Definiramo

P:= Upn n N -“§Nn N & heao\'[‘\vm\ WNOZICh Za WRro n}A 20
Yook . Velja  O&X(N) ¢ & mIN) —0.

DAN) =0. Zato je X showentrironm na N°=P . Ce g m[P)=0,
e m Shanenfrivann nn P2 N in by N L P Ce ge m(p)>o,

Sedi /klph\>0 za ek neN. Zaty tudi Ve\\"u A2 15/4 na Pn.



Naj b0 FELA(}&\.Te.J.uj ie f=0 s.p. na X & ;’FJ/A=O ¥FAart,

Dokez: &) V
&) é-FA,;\, =0 VAe A

n
J\S?sd:tl/lk Ll ;\WVF(A,L. =) ;?«.FA,L ‘-E\W'Fd}k =0

Naj bo oé L' [p) takadoje {adu =0 VAek.
Q=g*+q~ X'= ix] ak)z0y X~ = {x gl <nl.
X*ux =X, K*aX"=g
.40 =0 in 420 wnaX* 320 s.p naX*
Padobmo 420 3.p. na X7, 2ub 9=0 s

N(Al Bo X homplekine weve, w
' o-kancna weva na (X, A). TQJ-UJ th'k'udcﬂ't\ enolitng daloeni
kompleksni meri Ay m As, da je A= Nav)g, X;,.L‘/U. m Al L.
Dodatna Obsq'u\iq 3“‘)"‘{) pwsetk evw\iz-ws JO\OZGM ‘F un‘cb'“}a Ye L“ ()’-\,
duje NalE) = 3Fdp  VECW,

FW\\%{Su f se imen\l\\'c. meve A, po

mevi . Dostikrat zupiiems §-= dﬁ’ (&> Caun ~dha
(> Stdm= 34 VECR

€ E&fo\M = \.\(E‘ VEQUQ-'

Qmmkw Nﬁ\.] LIS N }A. m A I -kovums po%'l"‘i\m'\ wert . Ce je )\«)‘I
potem 320 merdjie, da jo ME) = Y VEeA,

OQQM\OU\.' Rﬁicﬁp AT ot Ay St. were .
O\M-'f'«u — Rw}%-Nilut\ymv Trek



qu: .EBO_)_lE_L_VQS_“ RQ(..\.W\O Pt >\q "'}\3" r\:\*}; 2 Xq'}\.:‘k“&; h"’W\P
mee du o Aa e E R, Aud LM
Aa=>a = iﬁ:}) = Mee M Nt s
>4 A
Ker Ag=X, )e Aj2e o n Dl iy zabo Na T M
=3>\o~=)\u\ -\V\ )\5=>'\\_
(e abstujn Se en Fel'(m), A el
AlE) = 3T dp VEew.
D X lE) = %?d/u.- .SEFJ\IU. VEewr =3§(+’-f\.}~/~=0 YEe A

Po PYE_S&'V\'}i lewi \'\e. £-f<0 s.p. na X,

pofem V¢ o & ReY, lmV << M
) Yeem &5 Q‘LV, lwm Y J,/\L,
Ce oV rveuna, pf.ﬁ'tm ol i A SR I
YLM &2 v¥ V"L M,
Brta s omejime i gvimer, ko je A pozitivea  mera,
(X realna ~ vpabime L-R=N za N A7 % bwp. ~ Qe Imd),
Brez skode =a :;p]ezms’r J'o. A poz'rl'ivm mMeva.
Lkoak: A \& kantna (pozitivea mevu)
Defwirmme N:=1q: X—>[0,827] merljiva, du ye ;&dﬂ.’;)«lA\ VA&V;%_
l2kate se, da bo iskan tishi qe D, ki ima ngck,u, nujved);.
By A D _Dednuxfag 4.4 €D
E:=ixeX | 44() 29 (x)§

Sodu= (adu + (adm < o du + Caadp
A ARES  pag

AnE AME ©

¢ NMANE) A M AAES) =X\(A)

Ce jo (ahen €D i qul g, potem jo po LMK za VACH
AS%G‘/& ",!1,"; &‘3\!\4/4 < XA}



Detinivama  $:= Sup { é‘bo\}“ | 46 Dl\-
Obsh\')u amporeclgz Fun\wis (gn\“e.u C—D, clu l%.\A,L“"'% S

'Fn"';mw(i%,“.-.'ﬁ“\ 2 :D
Fasopfacd (Fdmz § Fadp = SSadp
X o X
b S
Definrama o, kot NolE)= dFAp VEEW. Tedi Masepe,
DQ‘F‘ini‘(am«: )\5‘='>\‘ Na.

Ce My pm, po Yemi J€>0 wm ECk, do e wlE)>0 in
M2ZEM nnr E (un lE, 1))
£ Xedp S das = A0 - Ada =8 - fdue
%(zx,;f)o(,,. €A\ na (X A)
D exXetFed a )S(Utgfﬂd,. Tstple)> ¢
D X¢LA

Lhorok: M 0 -kondnon x—.p;x.;' X.\nxa.'-ﬁ , win n plxa) e
Upom\olmo vavmhar chohaizung na nelewm hosw X in wato
o\s\o\&tﬂt Wre. v Fuh\n-dah "S*Q-CJBWJ".
Bhaj o Fel(p):

AalX) : éfA/u SMAE (A howirn poz. men

=<



